e

La integracion resuelve un antiguo problema
matemdtico: hallar el drea de una regién
irregular.
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95 LA INTEGRAL

1 problema principal del célculo integral es determinar el drea bajo una curva. Cabe

preguntarse por qué el cdlculo infinitesimal se ocupa de dos aspectos aparentemente
nada relacionados: las rectas tangentes y las dreas. Una razén es que ambos se calculan
mediante limites. El teorema fundamental del célculo, tratado en las secciones 5.3 y 5.4,
pone de manifiesto una conexién mas profunda entre ambos temas. Este teorema expresa
la relacion “inversa” existente entre la integracién y la derivacion. Desempeifa ademds un
papel fundamental en la mayor parte de las aplicaciones, tanto pricticas como tedricas,
del calculo infinitesimal.

9.1 Aproximacion y calculo de areas

(Qué interés puede tener determinar el drea por debajo de la grifica de una funcién?
Consideremos un objeto que se desplaza en linea recta a velocidad constante y positiva v.
La distancia recorrida en un intervalo de tiempo [#1, 2] es igual a vAt, siendo At = (o —11)
el tiempo total invertido. Se trata de la conocida férmula

VAt

Distancia recorrida = velocidad X tiempo invertido

Como v es constante, la gréfica de la velocidad es una recta horizontal (figura 1) y VAt es
igual al drea de la region rectangular limitada por la grafica de la funcién velocidad, en el
intervalo [71, #2]. De esta manera, se puede escribir la ec. (1) como

Distancia recorrida = drea por debajo de la gréfica de la funcién velocidad en [#1, 77 ]

Sin embargo, existe una gran diferencia entre las dos expresiones anteriores: la ec. (1)
solo tiene sentido si la velocidad es constante, mientras que la ec. (2) es cierta incluso
cuando la velocidad cambia a lo largo del tiempo (se demostrard en la seccién 5.5). Por
tanto, la ventaja de expresar la distancia recorrida como un drea es que permite considerar
tipos de movimiento mas generales.

Para ilustrar por qué la ec. (2) puede ser cierta en general, consideremos una situacién
en la que la velocidad varie a lo largo del tiempo, pero sea constante sobre determinados
intervalos. En otras palabras, se supone que la velocidad del objeto cambia repentinamen-
te de un intervalo al siguiente, tal y como se ilustra en la figura 2. La distancia recorrida
en cada intervalo es igual al drea del rectdngulo que queda por encima de ese intervalo,

v (m/s)

v (m/s)
Area>= VAT 151 -
v
/ 0]
15
5 30
10 10
¢ 1 o ’ — ’ 1(s)
! 2 1 2 3 4 5 6 7 8
I —
At=1,—1 ‘
FIGURA 1 El rectdngulo tiene drea FIGURA 2 La distancia recorrida es
VAt, que es igual a la distancia igual a la suma de las dreas de todos
recorrida. los rectangulos.
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FIGURA 3 La distancia recorrida es
igual al drea por debajo de la curva. Se
aproxima mediante la suma de las
areas de los rectangulos.

Recordemos que el procedimiento para
determinar la pendiente de la recta
tangente a una curva (la derivada)
comprende dos etapas: en primer lugar
se aproxima la pendiente mediante
rectas secantes para, a continuacion,
calcular el limite de estas
aproximaciones. En el calculo integral,
se consideran asimismo dos etapas:

e En primer lugar, se aproxima el drea
por debajo de la gréfica de la
funcion usando rectangulos.

e A continuacion, se calcula el area
exacta (la integral) como el limite de

estas aproximaciones.
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v (m/s)
20 +
151
10+ 20
30 30
5 10 10
5

+ + t(s)
8

de manera que la distancia total recorrida es la suma de las areas de todos los rectangulos.
En la figura 2,

Distancia recorrida en [0, 8] = 10+ 15+ 30+ 10 =65m
e ——

Suma de las areas de los rectangulos
Cuando la velocidad varie de manera continua (figura 3), la estrategia serd aproximar el

area por debajo de la grafica mediante sumas de dreas de rectdngulos y realizar un paso al
limite para estas sumas. Esta idea conduce al concepto de integral.

Aproximacion de un area mediante rectangulos

Nuestro objetivo final es calcular el drea por debajo de la grafica de una funcién f(x).
En esta seccién se supone que f(x) es continua y positiva, de manera que su gréfica se
sitda por encima del eje x (figura 4). La primera etapa serd aproximar el drea usando
rectangulos.

Como punto de partida, se escoge un niimero natural N y se divide [a, b] en N subin-
tervalos de igual longitud, tal y como se muestra en la figura 4(A). El intervalo [a, b]
tiene longitud b — a, de manera que cada subintervalo tiene longitud Ax = (b — a)/N. Los
extremos superiores de cada subintervalo son

a+Ax, a+2Ax, ..., a+ (N —-1)Ax, a+ NAx

Observemos que el tltimo extremo superior es b, pues a + NAx = a + N((b —a)/N) = b.

A continuacién, tal y como se ilustra en la figura 4(B), sobre cada subintervalo se constru-

ye un rectdngulo cuya altura es el valor de f(x) en el extremo superior del subintervalo.
La altura del

segundo rectangulo
La altura del es f(a + 2Ax)

y=f primer rectdngulo
es f(a+ Ax)
AN
/
le a+'Ax \ ' ' l’? a a+ Ax b
a+2Ax a+2Ax

(A) Division de [a, b] en N subintervalos,
cada uno de longitud Ax.

(B) Construccién de rectangulos basados en el
extremo superior de cada subintervalo.

FIGURA 4
La suma de las dreas de estos rectdngulos da lugar a una aproximacion del area por

debajo de la gréfica. El primer rectingulo tiene base Ax y altura f(a + Ax), de manera
que su area es f(a + Ax)Ax. Andlogamente, el segundo rectangulo tiene altura f(a + 2Ax)
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Resumen:

a = extremo inferior del intervalo [a, b]

S
|

= extremo superior del intervalo [a, b]

N = niimero de subintervalos en [a, b]

b—a

N
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y area f(a+2Ax) Ax, etc. La suma de las dreas de todos estos rectangulos se denota como
Ry y se denomina la aproximacion de orden N basada en el extremo superior:

Ry = f(a+ Ax)Ax + f(a + 2Ax)Ax + - - - + f(a + NAx)Ax

Sacando factor comtin Ax, se obtiene que

Ry = Ax(f(a+ Ax) + f(a+2Ax) + - -+ + f(a + NAx))

Es decir: Ry es igual a Ax multiplicado por la suma de los valores de la funcion en los
extremos superiores de los subintervalos.

B EJEMPLO 1 Calcule R4 y Rg para f(x) = x% en el intervalo [1,3].

Solucion

Etapa 1. Determine Ax y los extremos superiores
Para calcular Ry, se divide [1, 3] en cuatro subintervalos de longitud Ax = % = %
Los extremos superiores son a + jAx = 1 + ](%) para j = 1,2, 3,4. Estos valores se
sitdan en intervalos de longitud %, que empiezan en %; los extremos superiores son

%, %, % g, tal y como se muestra en la figura 5(A).

Etapa 2. Calcule Ax multiplicado por la suma de los valores de la funciéon
R4 esigual a Ax multiplicado por la suma de los valores de la funcion en los extremos

superiores:

1 3 4 5 6

Ris = — — — z e
=3l GG 6)
2 2 2 2
1((3 4 5 6 43
(3 48+ () 43 )- 2 = o

Rg se obtiene de manera andloga: Ax = 3—81 = % y los extremos superiores se

sitdan en intervalos de longitud %, que empiezan en % y finalizan en 3, tal y como
se muestra en la figura 5(B). Por tanto,

o= () () (9 2 o(2) ()

_1(16 25 36 49 o4 81) 271
“3l5 Tt Tt T o

9+9+9+9+9+9=_z10,037 ™

27

y y
15+ 15+
10+ 10+
5t 5+
1 3 2 5 3 1 452783
2 2 33 33
(A) La aproximacién R, (B) La aproximacién Rg

FIGURA 5
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Notacion sumatoria

La notacion sumatoria es una notacién estandar para escribir sumas de una manera com-
pacta. La suma de los ndmeros a,, . . .,a, (m < n) se denota

n

Zajzam+am+1+---+an
j=m

n
Se usa la letra griega  (sigma mayuscula) para representar la “suma,” y la notacién };
j=m

indica que el sumatorio empieza en j = m y acaba en j = n. Por ejemplo:

5
D A=1242?243447 457 =55
Jj=1
En este sumatorio, el término j-ésimo es a; = 7*. Nos referiremos a j> como el término
general. La letra j se denomina indice del sumatorio. También se llama variable muda,
porque cualquier otra letra puede ser utilizada en su lugar. Por ejemplo:

k=4 k=5 k=6
——

6 e e e
302 - 20 = (@~ 24) + (5 - 25) + (6% - 2(6)) = 47
=4

9
Z1=1+1+1=3 (pues a7 = ag = ag = 1)

m=7

Las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva para la suma de nimeros reales
dan lugar a las siguientes reglas para operar con sumatorios.

Linealidad de los sumatorios

n n n
(] Z(Clj-i-bj) = Zaj-i-ij
Jj=m m j=m

j=

n n
° Z Ca;j=C Z aj (para cualquier constante C)
Jj=m Jj=m

n
° Z k = nk (para cualquier constante k y n > 1)
j=1

Por ejemplo,

5
Z(j2+j)=(32+3)+(42+4)+(52+5)

=3
esigual a
5 5
Zj2+2j=(32+42+52)+(3+4+5)
=3 =3

=
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<«-- RECORDATORIO

_b-a

A
TN
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La linealidad puede ser util para escribir un tnico sumatorio como suma de varios.
Por ejemplo:

100 100 100 100
Z(m2 —4k+9) = Z T2 + Z(—4k) + Z 9

k=0 k=0 k=0 k=0

100 100 100
=7Zk2—42k+921

k=0 k=0 k=0

Cuando se trabaja con aproximaciones del drea, es conveniente usar la notaciéon suma-
toria. Por ejemplo, Ry es una suma de término general f(a + jAx):

Ry = Ax[f(a+ Ax) + f(a+2Ax) + -+ - + f(a + NAx)]

El sumatorio va desde j = 1 hasta j = N y Ry se puede escribir de forma compacta como

N
Ry = sz fla+ jAx)
j=1

Usaremos otras dos aproximaciones rectangulares para el drea: la aproximacion en
base al extremo inferior y la aproximacién en base al punto medio. Como antes, se divide
[a,b] en N subintervalos. En la la aproximacion en base al extremo inferior Ly, las
alturas de los rectangulos son los valores de f(x) en los extremos inferiores [figura 6(A)].
Estos extremos inferiores son:

a, a+Ax, a+2Ax, ..., a+ (N - 1)Ax
y la suma de las dreas de los rectdngulos, basados en el extremo inferior, es:
Ly = Ax(f(a) + f(a+ Ax) + f(a +2Ax) + -+ + f(a+ (N = 1)Ax))

Cabe observar que el término general de Ry y el de Ly es, en ambos casos, f(a + jAx).
Sin embargo, la suma para Ly va desde j = O hasta j = N — 1, en lugar de empezar en
j=1lyacabaren j = N:

N-1

Ly = Ax Z fla+ jAx)

J=0

En la aproximacion en base al punto medio, My, la altura de los rectangulos es el
valor de f(x) en el punto medio del subintervalo, en lugar de en los extremos. Como se
observa en la figura 6(B), los puntos medios son:

1 3 1
a+§Ax, a+§Ax, o, a+(N—§)Ax

La suma de las areas de los rectangulos basados en el punto medio es:
1 3 1
My = Ax|f a+§Ax +f a+§Ax +-+ fla+ N_E Ax

En notacion sumatoria,

My =Axif(a+(j— %)Ax)

=1

oD



y
Rectdngulo
basado en Rectangulo basado
el extremo en el extremo
superior inferior
4 X
2 3 4
FIGURA 7 Lgy Rg para f(x) = x ' en
[2,4].
y

+o——eo—o1o—o & X

666666

FIGURA 8 Mg para f(x) = x ' en
[2,4].

Rectangulo basado

en el extremo __
superior
Rectangulo
T~ basado en el
I extremo
inferior

FIGURA 9 Si f(x) es estrictamente
creciente, los rectangulos basados en el
extremo inferior se encuentran por
debajo de la grafica de f y los basados
en el extremo superior por encima.

Page (PS/TeX): 6/249, COMPOSITE

SECCION 5.1 | Aproximacion y calculo de areas 249

fla+ Ax) fla+34x)
w " ST
/'
/ N
a / a+2Ax b a /. a+-Ax ) - ’ b
a+ Ax a-+ Ax

(A) Rectangulos basados en el extremo inferior. (B) Rectdngulos basados en el punto medio.

FIGURA 6
M EJEMPLO 2 Calcule R, Lg y Mg para f(x) = x~' en [2,4].

Solucion En esta situacion, Ax = (b—a)/N = (4—-2)/6 =
el término general es:

%. En el sumatorio de Rg y L,

f(a+ij) :f(2+‘](§)) = P = 6_]
3

Por consiguiente (figura 7):

1S 1 1< 3
Re = = 2+|=1jl== -
6 3Zf( +(3)] 3Z6+1

j=1 j=1

13 3 3 3 3 3
_§(7+§+§+E+H+E)NO’6S3

En Lg, la suma empiezaen j = 0y acabaen j = 5:

5
1 3 1 3 3 3 3 3
=z —— =z|-+t-+s+-+—+—|x0737
326 ( 7 8 9 10 11)

El término general de Mg es:

L) SNy 16
f(“(’_E)Ax)'f(“(”i)?)'z+g_%‘12+2j—1

Sumando desde j = 1 hasta 6, se obtiene (figura 8):

6 6
1 1\ 1 6
Ms =3 ( (’__)5)"§;1z+2j—1

19

j=1
16 6 6 6
_5(_3 — 2—+—)~0,692 [

UN APUNTE GRAFICO Funciones mondtonas En la figura 7 se observa que, para
f(x) = x71, los rectdngulos en base al extremo inferior quedan por encima de la gréfi-
ca y los basados en el extremo superior se sitian por debajo de ésta. El drea exac-
ta A debe encontrarse entre Rg y Lg. En consecuencia, y segtin el ejemplo anterior,
0,65 < A <0,74. De forma mds general, si f(x) es estrictamente mondtona (creciente
o decreciente) el drea exacta se encuentra entre Ry y Ly (figura 9):

e f(x) estrictamente creciente = Ly < drea por debajo de la grifica < Ry
e f(x) estrictamente decreciente = Ry < drea por debajo de la grafica < Ly

oD
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FIGURA 10 El error disminuye al
considerar mas rectangulos.

En el teorema 1, no se supone que

f(x) > 0. Si f(x) toma valores
negativos, el limite L ya no representa el
drea por debajo de la gréfica, pero puede
ser interpretado como un area “con
signo”, concepto que se tratara en la
siguiente seccion.

En los problemas 40-43 de la seccidn
1.3 se desarrolla un método para
demostrar férmulas para sumas de
potencias. Las formulas (3)-(5) se
pueden verificar también por induccion.
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Calculo de un area como limite de aproximaciones

En la figura 10 se muestran diferentes aproximaciones basadas en el extremo superior.
Cabe destacar que el error, que corresponde a la regién amarilla situada por encima de
la grafica, disminuye al aumentar el nimero de rectangulos. En realidad se observa que,
considerando un niimero suficientemente elevado N de rectdngulos, se puede disminuir el
error tanto como sea preciso. De esta manera, tiene sentido considerar el limite cuando
N — oo, pues deberia proporcionar el drea exacta por debajo de la curva. El siguien-
te teorema garantiza que tal limite existe (ver el teorema 8 en el apéndice D para una
demostracién y el ejercicio 85 para una caso particular).

N=2 N=4

TEOREMA 1 Si f(x) es continua en [a, b], entonces las aproximaciones basadas en
los extremos y en el punto medio se aproximan entre ellas y tienden al mismo limite
cuando N — oo. Es decir, existe un valor L tal que:

lim Ry = lim Ly = lim My =L
e e =

Si f(x) > 0, se define el area por debajo de la grafica de f(x) en [a, b] como L.

UN APUNTE CONCEPTUAL En calculo diferencial se usan los limites para definir canti-
dades elementales que, de otra forma, no tendrian un significado preciso. En base al
teorema 1 se puede definir el area como un limite, mas o menos de la misma manera
que se define la pendiente de la recta tangente como el limite de las pendientes de las
rectas secantes.

En los tres ejemplos que se encuentran a continuacion, se ilustra el teorema 1 utilizan-
do férmulas para las sumas de potencias. La k-ésima suma de potencias es la suma de
las potencias k-ésimas para los N primeros enteros positivos {1,, 2, ..., N}. Utilizaremos
las férmulas de las sumas de potencias para k = 1,2, 3.

Sumas de potencias

N 2 —
o _ NN+ N? N
g j=14+2+---+N= 5 =3 +2 3
J=1
Ny o , NN+D@N+1) N N> N —
i~ =1 2 NY=Z —— - B — 4
Z pElmee 6 372 7% |~ |
j=1
N 2 2 4 3 2 I
. N-(N+1) N N N
3 3 3 3
=1P+22 4+ g NO= 7 - 4 4 5
ZJ e 4 1 2t > |

~
Il
—_

Por ejemplo, segin la ec. (4),
6

6> 6> 6
Zj2=12+22+32+42+52+62= Ttotg =9
=1 -- =

1\;—3+NTZ+%paraN=6

oD
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y=x y y=x y y=x y y=x

0

FIGURA 11 Las aproximaciones en base al extremo superior aproximan al drea del tridngulo.

<«-- RECORDATORIO

N
Ry = sz fla+ jAx)

=

N-1
Ly = sz fla+ jAx)
j=0
b-a
N

En la ec. (6), se aplica la féormula

u NN +1)

J= )

j=1
con N — 1 en lugar de N:

N-1

ZI (N—l)N

J=
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Como primer ejemplo, calcularemos el drea de un tridngulo rectingulo de manera
“exhaustiva”.

M EJEMPLO 3 Determine el area A por debajo de la gréafica de f(x) = x en [0, 4] de tres
maneras:

(a) Aplicando geometria plana (b) A}im Ry (c) A}im Ly

Solucién La region por debajo de la grafica es un tridngulo rectangulo de base b = 4y
altura h = 4 (figura 11).

(a) Segin las formulas de geometria plana para el drea de un tridngulo, A = %bh =
= ()®4) =8

(b) Calculemos esta drea nuevamente, pero ahora como un limite. Como Ax = (b — a)/N =
=4/Ny f(x) = x,

4\\ 4j
f(a+ij)=f(0+j(N))= -

N
Ry =Ax )" fla+jAx) = - Zi{ N2Z]

j=1 Jj=1
En la dltima igualdad, se ha sacado factor comun 4/N de la suma. Se puede proceder de

esta manera porque 4/N es una constante y no depende de j. Asi, segtn la formula (3):

N

16 . 16 [N(N+1) 8 /1 »

RN:W J:ﬁ(?) :ﬁ(N +N)=8+
j=1

Z| o0

Férmula para la suma de potencias
El segundo término 8/N tiende a cero cuando N tiende a oo, de manera que

A= lim Ry = lim (8+%)=8

N—oo N—ooo

Tal y como cabia esperar, este limite conduce al mismo valor que el de la formula %bh.
(c) La aproximacién basada en el extremo inferior es analoga, pero la suma empieza en
j=0yacabaen j=N - 1:

N N-1
= .16 ((N= 1N 8
WL Lt B 13

Cabe mencionar que, en el segundo paso, se ha reemplazado la suma que empieza en

Jj = 0 por una suma que empieza en j = 1. Este cambio es factible porque el término

para j = 0 es cero y puede ser omitido. Una vez mds, se obtiene que A = A}im Ly =
—00

= 1 _— = .
lim (8- 8/N) = 8.

En el siguiente ejemplo se calcula el drea bajo una grafica curva. A diferencia de los ejem-
plos anteriores, no se puede calcular este drea de forma directa, aplicando geometria plana.

oD
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y

30+

201

} | } x
0 1 2 3 4
FIGURA 12 Area por debajo de la
grificade f(x) = 22 —x+3en [2,4].

FIGURA 13

<= RECORDATORIO Segiin la ec. (4)

N

N% N2 N
le s

J=
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M EJEMPLO 4 Sea A el drea por debajo de la grifica de f(x) = 2x*> — x + 3 en [2,4]
(figura 12). Calcule A como el limite A}im Ry.

Solucion

Etapa 1. Exprese Ry como sumas de potencias
En este caso, Ax =(4-2)/N =2/Ny

N ) N
RN:Afo(a+ij)= NZ (2+—)
=1 j=1

El término general se puede simplificar mediante manipulacién algebraica. Como
fx) =2x* —x+3,

2/\ _,(,, 2\ 2j
f(2+ﬁ)_2(2+ﬁ) _(2+N)+3

4 2 14
—24+§+L—2+J+3—8j2+—j+9
N N2 N N2 N

De esta manera, Ry se puede expresar como sumas de potencias:

N N N N
2 8 , 2 8 , 2 14 2
Ry =— =+ —j+t9==> =i +=)> —j+=>9
N NZ(AﬂJ N’ ) NZine! TN LN N2
J=1 J=1 J=1 j=1
N N N
16 < , 28 18
S EPILRSONAS DI
j=1 Jj=1 j=1

Etapa 2. Utilice las formulas para las sumas de potencias

Aplicando las férmulas (3) y (4), para las sumas de potencias, en la ec. (7) se obtiene:

16 (N* N? 28 (N> N\ 1
RN=—6(N—+—+E)+—8(7+—)+W8(N)

N3\ 3 2 6 N2 2
= E+§+i + 14+E + 18

3 N 3N? N

112 22 8
=—+t =+ —

3 N 3N?

Etapa 3. Calcule el limite
A= lim R i 112+22+ 8 112 .
= lim =lim|—+=+—|=—

N—oo N N—oo\ 3 N 3N? 3

B EJEMPLO 5 Demuestre que para todo b > 0, el area A por debajo de la grifica de
f(x) = x% en [0, b] es igual a b /3, tal y como se muestra en la figura 13.
Solucion Realizaremos el cdlculo en base a Ry. Se tiene que Ax = (b —0)/N = b/N'y

N

N b » X
RN:Afo(O+jAX)=NZ(0+J ) NZ( Nz) 2
=1 =

J=1

Segtin la férmula para la suma de potencias que se encuentra en el recordatorio al margen,

BN N PR
NE\3I T2 T8) T3 TN Tea
3 b3 b3 b3
A=lim[2=+ 2+ 2=
Ninlo(s TN 6N2) 3 -
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y El 4rea por debajo de la griafica de cualquier polinomio se puede obtener usando
f(x) =sen x férmulas para sumas de potencias, como en los ejemplos anteriores. Para otras funciones,
puede ser costoso, o incluso imposible, evaluar el limite que define el drea directamente.
Sea f(x) = sen xen el intervalo [ 7, %] En este caso (figura 14), Ax = (3n/4 — n/4)/N =
= m/(2N) y el drea A es:

T N N .

n 4 . . . . T T T )

A= lim Ry = lim Ax a+ jAx) = lim — sen(—+—
N—oco N N—oo Z:‘ f( J ) N—ooco ZN Z:J 4 2N

FIGURA 14 EI célculo del area de esta = =

regién presenta dificultades cuando se

obtiene como limite de aproximaciones
basadas en extremos.

Con algo de trabajo, se puede probar que el limite es igual a A = V2. Sin embargo, en
la seccién 5.3 veremos que es mucho mads sencillo aplicar el teorema fundamental del
célculo, que reduce el problema del calculo de dreas al de la determinacion de primitivas.

PERSPECTIVA
HISTORICA
Jacob Bernoulli La férmula general de Bernoulli es,
(1654-1705)
O g | S T S
f Hemos utilizado las Z] :k+1n +§n +En +...
A b —
férmulas para las po- J=1
tencias de orden k, con k = 1,2,3. Cabe pre- o o .
guntarse si existen férmulas andlogas para po- ~ Los puntos indican términos que involucran po-

tencias de cualquier orden k. Este problema  tencias de érdenes inferiores y cuyos coeficien-
fue estudiado, y finalmente solucionado sobre  tes se expresan mediante los llamados nimeros
el 1690, por el gran matemdtico suizo Jacob  de Bernoulli. Por ejemplo,

Bernoulli. De su descubrimiento, escribid:

c 1 1 1 1
Con su ayuda [la de estas férmulas] fui capaz de de- Z 14 = gns + 5"4 + 5”3 - %"
terminar, en menos de un cuarto de hora, que la suma J=1
de las potencias de orden 10 para los 1000 primeros
enteros positivos es igual a: Estas férmulas se encuentran implementadas
en la mayor parte de los sistemas de dlgebra
91409924241424243424241924242500 computacional.

9.1 RESUMEN

b—
e Aproximaciones del drea por debajo de la grafica de f(x) en [a, b] (Ax = Na):
N
Ry =Ax ) f(a+ jAx) = Ax(f(a+ Ax) + f(a+2Ax) + -+ + f(a + NAx))
j=1
Suma de potencias
N-1
ZN: . NN+1) N . N Ly =Afo(a+ij) = Ax(f(a) + fla+ Ax) + -+ f(a+ (N — 1)Ax))
/)T T Ty =0
j=1
ul NIN+D2N+1) N> N N N
o _ _ 1
e =+ — +— _ . 1
]Z:; 6 3 2 6 MN—Ax;f(a+(] 2)Ax)
YN . NN+1? NN N
I R 1 !
=1 :Ax(f(a+EAx)+-~~+f(a+(N—§)Ax))
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e Si f(x) es continua en [a, b], entonces las aproximaciones basadas en los extremos y en
el punto medio se aproximan entre ellas y tienden al mismo limite L:

lim Ry = lim Ly = lim My =L
e

e Si f(x) > 0 en [a,b], se define el area por debajo de la grafica de y = f(x) en [a, b]

como L.

9.1 PROBLEMAS

Ejercicios preliminares

1. Si se divide [2,5] en seis subintervalos, ;cudles son los extremos
superiores e inferiores resultantes?

2. Se divide el intervalo [1, 5] en ocho subintervalos.
(a) ;Cual es el extremo inferior del dltimo subintervalo?

(b) (Cudles son los extremos superiores de los dos primeros subinter-
valos?

3. ;Cudles de los siguientes pares de sumas son diferentes?

4 4 4 5
@ > Yt DWW
i=1 (=1 j=1 k=2
4 5 4 5
© > i Y.i-1) @ Y ii+1), »(j-Dj
j=1 i=2 i=1 j=2
100 100 100 100

4. Razone por qué Zj = Z J» pero Z 1 no es igual a Z 1.
j=1 j=0 j=1 j=0

5. Razone por qué Ligo > Rigo para f(x) = x> en [3,7].

Problemas

1. En la figura 15 se muestra la velocidad de un objecto a durante un
intervalo de 3 minutos. Determine la distancia recorrida durante el inter-
valo [0, 3] y durante el intervalo [1,2,5] (recuerde que se debe realizar
la conversion de km/h a km/min).

km/h
30
20
10
min
1 2 3
FIGURA 15

2. Un avestruz (figura 16) corre a una velocidad de 20 km/h durante 2
minutos, de 12 km/h durante 3 minutos y de 40 km/h durante otro mi-
nuto. Calcule la distancia total recorrida e ilustre, mediante una grafica,
la posible interpretacion de esta cantidad como un area.

FIGURA 16 Los avestruces pueden
alcanzar velocidades de hasta 70 km/h.
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3. En Octubre de 1996 cay6 una fuerte tormenta en Portland (Maine),
dando lugar a un récord de precipitaciones. En la siguiente tabla se en-
cuentra el registro de la tasa de precipitaciéon R(¢) (en centimetros por
hora) obtenido durante el 21 de Octubre, siendo ¢ el nimero de horas
desde la medianoche. Calcule la cantidad total de precipitacién duran-
te este periodo de 24 horas e ilustre, mediante una gréfica, la posible
interpretacion de esta cantidad como un drea.

¢ (h) 02 | 244 | 49 | 9-12 | 12-20 | 20-24
RO (@m) 05|03 1,0 25 | 15 0,6

4. La velocidad de un objeto es v(f) = 12¢ m/s. Aplicando laec. (2) y
férmulas pertinentes de geometria plana, encuentre la distancia recorri-
da en el intervalo [0, 2] y en el intervalo [2, 5].

5. Obtenga Rs y Ls en [0, 1] utilizando la siguiente tabla de valores:

X 0 02 04 06 08 1
f(x) | 50 48 46 44 42 40

6. La velocidad de un cierto objeto a intervalos de medio segundo se
encuentra registrada en la siguiente tabla. En base a ésta, calcule Rg, Lg
y M3 para estimar la distancia recorrida.

1(s) 0 05 1 15 2 25 3
vims) O 12 18 25 20 14 20

7. Sea f(x) =2x+3.
(a) Calcule Rg y Lg en [0, 3].

(b) Aplicando geometria plana, determine el drea exacta A y calcule los
errores |A — Rg| y |A — Lg| cometidos en las aproximaciones.

oD



8. Repita el ejercicio 7 para f(x) = 20 — 3xen [2,4].

9. Calcule R3 y L3 para f(x) = X2—x+4en [1,4]. A continuacién, di-
buje la grifica de f y los rectingulos para cada aproximacion. ;Es el
area por debajo de la grafica mayor o menor que R3? (Y que L3?

10. Sea f(x) = Va2 +1yAx = % Dibuje la gréfica de f(x) y los rec-

tangulos basados en el extremo superior, cuya drea se obtiene mediante
6

la suma f( +iAx)Ax.

i=1

11. Estime R3, M3y Lg en [0, 1,5] para la funcién dada por la figura 17.

y
5
AN
3
2
1
X
0,5 1 1,5
FIGURA 17

12. Calcule el drea de los rectangulos sombreados en la figura 18.
(Qué aproximacidn representan estos rectingulos?

y
_4-x
1+x2
} ——x
-3 -2 -1 1 2 3
FIGURA 18

Calcule la aproximacion requerida en cada uno de los ejercicios 13-20,
para la funcion e intervalo facilitados.

13. Ry, f(0)=7-x [3,5]

14. Lg, f(x)= Vox+2, [1,3]
15. Mg, f(x)=4x+3, [5,8]
16. Rs, f(x)=x>+x, [-1,1]
17. Lg, f(x)=x*+3xl, [-2,1]
18. My, f(x)= x, [3,5]

19. Ly, f(x)=cos’x, [%,5]

20. My, f(x)=—=—, [L53]

x2+1°

En los ejercicios 21-26, escriba la suma correspondiente con notacion
sumatoria.
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21. 47 +57+6” +77 + 8’
22. 22 +2)+ (3% +3)+ @+ + (5% +5)
23. (22+2)+ (22 +2)+ (24 +2)+ (2’ +2)

24, VI+ B3+ V2+23 4+ + Vn+nd

‘ .

2 n
+_

25. e
3 3 T arhm+2)

[\

T T T
26. sen(m) + sen(i) + sen(§)+ S sen(’Z " 1)

27. Calcule las sumas:

(a)

ng

5 4
(b) >4 © >
i=0 k=2

28. Calcule las sumas:

4 5 2
@ " sen(j5) ® ﬁ © >3
k=3 Jj=0

~.
Il
w

29. Seaby =4,b, =1, b3 =2y by = —4. Calcule:

2
@ > b (b) Y 2% ~b))
j=1

3
© > kb
i=2 j k=1
10 10
30. Suponiendo que a; = -5, Z a;i =20y Z b; =7, calcule:
i=1 i=1

10
® Y a
i=2

10

@ ) (4a;+3)

i=1

10
(©) > (2a; = 3b)
i=1
200
31. Calcule Z J-Indicacion: Escriba el sumatorio como la diferencia
j=101
de dos sumas y aplique la férmula (3).

30
32. Calcule 2(2 Jj+ 1)2. Indicacion: Expandir y aplique las férmulas
Jj=1

(3)-(4).

Enlos ejercicios 33-40, aplique la linealidad y las formulas (3)-(5) para
reescribir y evaluar después las sumas.

20 30
33. Z 83 34. Z(4k -3)
=1 k=1
150 200
35. Z n 36. Z B
n=51 k=101
50 30 42
37.21(1—1) 38.2(6]+T)
Jj=0 Jj=2
30 20 3m 2
39. 2(4 —m) 40. (5 + 7)
m=1 m=1
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En los ejercicios 41-44, evaliie el limite aplicando las formulas (3)-(5).

N i N a1
4. lim > — 42. 1im > L
N—o0 4 N2 N—ooo & N4
i=1 j=1
N o2 . N 3
—i+1 ~ 20
43. lim > 170 44. 1im > (& - —)
N—oo £ 1 N3 N—oo £ N4 N

i= i=1

En los ejercicios 45-50, calcule el limite para la funcion e intervalo

facilitados. Verifique las respuestas obtenidas mediante razonamientos

de geometria plana.
45. A}im Ry, f(x)=9x, [0,2]

46. lim Ry, f(x)=3x+6, [1,4]

N—oo
47. lim Ly, f)=1x+2, [0,4]
48. lim Ly, f(x)=4x-2, [L3]

49. A&im My, f(x)=x, [0,2]
50. Z&im My, f(x)=12-4x, [2,6]

51. Sea f(x) = 3x% +4x, x € [0, 2]. Demuestre que:

A continuacion, evalie el lim Ry.
N—oo

52. Sea f(x) = 33 —x% xe [1,5]. Demuestre que:

Ry = —
NTN

N 3 2 .
4 192j 128~  28j
E ( Y + ¥ + N +2

J=1

A continuacion, evalie el lim Ry.
N—oo

En los ejercicios 53-60, halle una formula para Ry y calcule el drea
por debajo de la grdfica como un limite.

53. f(x)=x2, [0,1] 54. f(x)=x2%, [-1,5]
55. f(x) =6x% -4, [2,5] 56. f(x) = x*+7x, [6,11]
57. f(x)=x>—x, [0,2]

58. f(x) =2 +x2, [-2,2]

59. f(x)=2x+1, [a,b] (a, b constantes tales que a < b)

60. f(x) = X2, [a,b] (a,b constantes tales que a < b)

En los ejercicios 61-64, describa el drea representada por los limites.

1 i j 3 i 37\
61. lim — (—) 62. lim ~ (2+—)
Nooco N = N Nooco N = N
N-1 .4
63. lim EZ(—2+51)
N—ooco N =
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64. lim I sen(ﬁ—£+£)
Nooo 2N = 3 4N 2N

Enlos ejercicios 65-70, exprese el drea por debajo de la grdfica median-
te la aproximacion indicada, dando el resultado en notacion sumatoria
pero sin proceder a su evaluacion.

65. Ry, f(x)=senxen [0, 7]
66. Ry, f(x)=x"len[l,7]

67. Ly, f(x)= V2x+1len[7,11]
68. Ly, f(x)=cosxen[Z, %]
69. My, f(x)=tanxen[} 1]

70. My, f(x)=x"2en|[3,5]

N 12
1 J
71. Evalte lim — 1- (—) interpretando este limite como par-
N—ooo N ; N P p
te del drea de una figura geométrica conocida.

En los ejercicios 72-74, sean f(x) = x> y Ry, Ly y My las aproxima-
ciones correspondientes, en el intervalo [0, 1].
1

1 1 1
72. & Demuestre que Ry = 3 + N + vk Interprete N + N2

como el drea de una cierta region.

73. Demuestre que:

Lo = 1 1 N 1 Mo = 1 1
NT3TON T eN? NT3 7 1282
A continuacién, ordene las tres aproximaciones Ry, Ly y My en orden
creciente de precision (utilice el ejercicio 72).

74. Para cada una de las tres aproximaciones, Ry, Ly y My, halle el
menor entero N para el que el error es inferior a 0,001.

En los ejercicios 75-80, aplique los argumentos del Apunte grafico, en
la pdgina 249, para obtener cotas del drea.

75. Sea A el drea bajo f(x) = +/x en [0,1]. Demuestre que
0,51 < A < 0,77 mediante el célculo de R4 y de L4. Explique los razo-
namientos seguidos.

76. Utilice Rs y Ls para demostrar que el drea A bajo y = x2 en

[10, 13] verifica 0,0218 < A < 0,0244.

77. Utilice R4 y L4 para demostrar que el drea A por debajo de la grifica
de y = senxen [0, §] verifica 0,79 < A < 1,19.

78. Demuestre que el drea A bajo f(x) = x~Ven[1, 8] verifica:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
§+§+Z+§+6+7+§SAS1+§+§+Z+§+6+7

79. SAL Demuestre que el drea A bajo y = x'/* en [0, 1] cumple
Ly < A < Ry paratodo N. Utilice un sistema de dlgebra computacional
para evaluar Ly y Ry, N = 100y 200, y determine A con dos decimales
de precision.

80. 5L Demuestre que el drea A bajo y = 4/(x2+1) en [0, 1] verifica
Ry < A < Ly para todo N. Utilizando un sistema de dlgebra compu-
tacional, determine A con tres decimales, como minimo, de precision.
(Qué valor exacto, se puede suponer, tiene A?
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Problemas avanzados

81. Aunque la precision de Ry generalmente mejora cuando N aumen-
ta, esto no tiene porqué ser cierto para valores pequeiios de N. Dibuje la
gréfica de una funcién f(x), positiva sobre un intervalo, tal que R apro-
xime mejor que R, al drea exacta por debajo de la grafica. Una funcién
que cumpliera esta condicién jpodria ser mondtona?

82. Dibuje la gréfica de una funcién continua y positiva en un intervalo,
para la que tanto Ry como L, sean mds pequeiios que el drea exacta por
debajo de la gréfica. Una funcién que cumpliere esta condicion ;podria
ser mondtona?

83. & Tlustre graficamente la siguiente afirmacién: Las aproxima-
ciones basadas en los extremos son menos precisas cuanto mayor sea
I ().

84. Demuestre que para cualquier funcién f(x) en [a, b],

Ry~ Ly = 2=20) - fia)

85. & En este ejercicio, se demostrard que si f(x) es estrictamente
creciente, entonces lim Ry y lim Ly existen y son iguales [la situa-
N—oo N—oo

cién en que f(x) es estrictamente decreciente se demuestra de forma
andloga]. Utilizaremos el concepto de supremo, que se puede consultar
en el apéndice B.

(a) Ilustre mediante una representacion grafica adecuada, por qué
Ly < Ry paratodo N,M > 1.

(b) Segtin (a), la sucesion {Ly} esta acotada, por tanto existe un valor L
que es el supremo de la sucesién. Por definicién, L es el menor nimero
tal que Ly < L para todo N. Demuestre que L < Ry para todo M.

(¢) En base a (b), Ly < L < Ry para todo N. Aplique la ec. (8) para
demostrar que A}im Ly =Ly A}im Ry = L.

86. & Utilice la ec. (8) para demostrar que si f(x) es positiva y
mondtona, entonces el drea A por debajo de la grafica en [a, b] verifica:

b —
Ry = Al < 2 1) - f(@)| [9]

En los ejercicios 87-88 y para cada funcion e intervalo facilitados, apli-
que la ec. (9) para determinar un valor de N tal que |Ry — A| < 1074,

87. f(x)= +x, [1,4] 88. f(x) = V9-x2, [0,3]

89. & Demuestre que, si f(x) es positiva y mondtona, entonces My
se encuentra entre Ry y Ly y que, ademds, estd mds préximo al drea
exacta por debajo de la grafica de lo que lo estdn Ry o Ly. Indicacion:
En la situacién en que f(x) es estrictamente creciente, la figura 19 mues-
tra que la parte del error en Ry debida al i-ésimo rectdngulo, es la suma
de las dreas A + B+ Dy para My es |B — E|. Ademds, A > E.

Fe—g——=

I D
A El

F
At

Xi-1 Punto Xi

medio

FIGURA 19

5.2 Integral definida

En la seccidén anterior se vio que, si f(x) era continua en un intervalo [a, b], entonces las
aproximaciones basadas en los extremos y la basada en el punto medio tendian a un limite
comun L cuando N — oo:

L= lim Ry = lim Ly = lim M 1
dim Ry = fim Ly = lim My

Si f(x) > 0, L es el drea por debajo de la grafica de f(x). A continuacidn, se enunciara for-
malmente que L es la integral definida de f(x) en [a, b]. Antes, se van a introducir unas
aproximaciones de cardcter mds general denominadas sumas de Riemann.

Tal y como se ha visto anteriormente, para obtener Ry, Ly y My se consideran
rectdngulos de la misma amplitud Ax, cuyas alturas son los valores de f(x) en los ex-
tremos o puntos medios de los subintervalos. Para las sumas de Riemann, estos requisitos
son menos estrictos: los rectdngulos no tienen porqué tener todos la misma amplitud y la
altura puede ser cualquier valor f(x) del subintervalo.

Para construir una suma de Riemann, se selecciona una particién y un conjunto de
puntos intermedios:

e Particion P de tamafio N: es un conjunto de puntos que divide [a, b] en N subinter-
valos.

Pa=xp<xi<xp<---<xy=b

¢ Puntos intermedios C = {cy,...,cy}: donde ¢; pertenece al subintervalo [x;_1, x;]
paratodoi,i <i < N.
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Ax;
—
| |
G G Gl ‘N
—o—t + —o—+—o0——o—+—
Xo=a x Xil1 X xy=>b

FIGURA 1 Particion de tamafio N y
conjunto de puntos intermedios.

Observemos que Ry, Ly y My son casos
particulares de sumas de Riemann en
las que Ax; = (b — a)/N, para todo i, y
los puntos intermedios c; son o bien los
extremos, o bien los puntos medios.

Mayor subintervalo
—

i-ésimo punto intermedio

(A) Particion de [a, b] en subintervalos.

FIGURA 2 Construccién de R(f, P, C).

y
|
10877 : ,
LN
o 2935 4
04 1\ 18\ |
ST 12 2 :
—10+ I
-151 \

FIGURA 3 Rectdngulos definidos por
una suma de Riemann para
f(x) =8+ 12senx — 4x.
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Ver las figuras 1 y 2(A). La longitud del i-ésimo subintervalo [x;_p, x;] es

Axi = X; — Xi—1

La norma de P, que se denotard ||P||, es la mayor de las longitudes Ax;.

Dados Py C, se construye el rectdngulo de altura f(c;) y base Ax; sobre cada subin-
tervalo [x;_1, x;], tal y como se ilustra en la figura 2(B). El area de este rectangulo es
f(ci)Axi, si f(ci) = 0. Si f(c;) < 0, el rectangulo se sitda por debajo del eje x y f(c;)Ax;
es el opuesto de esta drea. La suma de Riemann es la suma:

N

R(f,P.C)= ) fe)Ax; = fenAxs + f(c2)Ax + -+ + flen)Axy

i=1

El 4rea del rectangulo

. es f(c;) Ax;
|
| |
| | |
| | AN \ |
| | | T | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | c; | |
e S+
Xp=a X Xi_1 X xy=>
Ax;
(B) Construccion del rectdngulo de altura (C) Rectangulos correspondientes a
f(c;) por encima de cada subintervalo. una suma de Riemann para la que

||P|| es pequeiia (gran nimero de rectangulos).

B EJEMPLO 1 Calcule R(f, P,C) para f(x) = 8 + 12sen x — 4xen [0,4],

P:xg=0<x1=1<xn=18<x3=29<x4=4
Cc=1{04,1.2,2,3,5}

(Qué valor tiene la norma || P||?

Solucién Las amplitudes de los subintervalos de la particion (figura 3) son

Axl=X1—XO=1—O=1 AXQZ)CQ—)Cl:l,S—l:O,S
AX3=X3—XQ=2,9—1,8=1,1 AJC4=)C4—)C3=4—2,9=1,1

Lanorma de la particién es ||P|| = 1,1, pues la mayor de las longitudes de los subintervalos
es 1,1 (que corresponde a dos de ellos). Operando con calculadora, se obtiene:

R(f,P,C) = f(0,H)Ax1 + f(1,2)Axz + f(2)Ax3 + f(3,5)Ax4 =
~ 11,07(1) + 14,38(0,8) + 10,91(1,1) — 10,2(1,1) ~ 23,35 -

En la figura 2(C), cabe observar que cuando la norma ||P|| tiende a cero (es decir, que
los rectangulos son mas estrechos), el nimero de rectangulos N tiende a co y aproximan
con mas precision el area por debajo de la grafica. Esto nos lleva a la siguiente definicion:
f(x) es integrable en [a, D] si todas las sumas de Riemann (y no sélo las aproximaciones
basadas en los extremos o en el punto medio) se aproximan unas a otras y hacia el mismo
Iimite L cuando ||P|| tiende a cero. De manera formal,

N
L= lim R(.P.C)= lim )" f(c)Ax
i=1

1PII—0
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La notacién f f(x)dx fue introducida

por Leibniz en 1686. EIl simbolo f es
una S alargada que indica “sumatorio”.
El diferencial dx corresponde a la
longitud Ax; a lo largo del eje x.

Riemann fue uno de los matematicos
mas importantes del siglo XIX, se podria
decir que el segundo, tras su profesor
C. F. Gauss, Las aportaciones de
Riemann en geometria, analisis y teoria
de ndmeros supusieron una renovacion
en estos campos. Albert Einstein

basé su Teoria de la relatividad general
en la geometria Riemanniana. La
“hipdtesis de Riemann”, que trata sobre
numeros primos, es uno de los grandes
problemas aun sin resolver de las
matematicas actuales. La Fundacion
Clay ha ofrecido 1 millén de ddlares de
premio por su solucion.
(http://www.claymath.org/millennium).

Georg Friedrich Riemann (1826-1866)

FIGURA 4 El 4rea con signo es el drea
por encima del eje x menos el drea por
debajo del eje x.
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Si |R(f, P,C) — L| se hace arbitrariamente pequefio cuando ||P|| tiende a cero, no importa
c6mo escojamos la particion o los puntos intermedios. El limite L se denomina la integral
definida de f(x) en [a, b].

DEFINICION 1 Integral definida La integral definida de f(x) en [a, b], que se denota
mediante el simbolo integral, es el limite de las sumas de Riemann:

b N
fa fdx= lim R(f,P.C)= lim ;ﬂc»m

Si este limite existe, se dice que f(x) es integrable en [a, b].

A menudo nos referimos a la integral definida simplemente como la integral de f(x)
en [a, b]. El proceso de cdlculo de las integrales se llama integracién. La funcion f(x)
se denomina integrando. Los extremos a y b de [a, b] son los limites de integracion.
Como apunte final, cabe observar que se puede usar cualquier variable como variable de
integracion (es una variable “muda”). Asi, las tres integrales siguientes se refieren a la

misma cantidad:
b b b
ff(X)dx ff(t)dt ff(u)du

UN APUNTE CONCEPTUAL Se debe tener presente que una suma de Riemann no es nada

2 . 2 2 2 2 b
mds que una aproximacién del drea basada en rectdngulos, y que fa f(x)dx es el
valor que se obtiene al pasar al limite cuando se consideran rectdngulos cada vez mds
estrechos.

Sin embargo, raramente consideraremos las sumas de Riemann generales (en ba-
se a particiones y puntos arbitrarios) para realizar cdlculos. En la préctica, se utili-
zan aproximaciones particulares, tales como My, o bien el teorema fundamental del
célculo, que se tratard en la siguiente seccidn. En tal caso, ;por qué preocuparnos en
introducir las sumas de Riemann? La respuesta es que las sumas de Riemann desem-
pefian un papel tedrico, mas que aplicado. Son ttiles en demostraciones y para tratar
con rigor ciertas funciones discontinuas. En las dltimas secciones, se utilizaran las su-
mas de Riemann para mostrar cdmo se pueden expresar volimenes y otras cantidades
mediante integrales definidas.

En el siguiente teorema se establece que las funciones continuas (e incluso las funcio-
nes con un ndmero finito de discontinuidades de salto) son integrables (la demostracién
se puede consultar en el apéndice D). En la prictica, en lugar de probar directamente que
una funcidn es integrable, se opta por aplicar este teorema.

TEOREMA 1 Si f(x) es continua en [a, b] o si f(x) presenta una discontinuidad de
salto en un nimero finito de puntos, entonces f(x) es integrable en [a, b].

Intepretacion de la integral definida como un area con signo

Cuando f(x) > 0, la integral definida corresponde al area por debajo de la grifica. Para
interpretar la integral cuando f(x) toma valores tanto positivos como negativos, se define
el concepto de area con signo, en la que se considera que las regiones por debajo del eje

X tienen ““drea negativa” (figura 4); es decir,

Area con signo de una regién = (4rea por encima del eje x) — (4rea por debajo del eje x)

oD
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FIGURA 5

a

b

X

b
FIGURA7dex:C(b—a).
a
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Se puede ahora constatar que una suma de Riemann es igual al drea con signo de los
correspondientes rectdngulos:

R(f,C,P) = f(c)Ax1 + f(c2)Axz + -+ - + f(cn)Axy

De hecho, si f(c;) < 0, entonces el correspondiente rectangulo se encuentra por debajo del
eje x y tiene area con signo igual a f(c;)Ax; (figura 5). El limite de las sumas de Riemann
es el drea, con signo, de la region limitada por la grafica y el eje x:

b
f f(x)dx = area, con signo, de la regién limitada por la grafica y el eje x en [a, b]
a

B EJEMPLO 2 Area con signo Calcule

5 5
f (B -x)dx y f |3 — x|dx
0 0

Solucion La regién entre y = 3 — x y el eje x entre 0 y 5 estd formada por dos tridngulos
de areas % y 2 [figura 6(A)]. Sin embargo, el segundo tridngulo se encuentra por debajo
del eje x y, por tanto, tiene drea —2. En la grafica de y = |3 — x|, ambos tridngulos se
encuentran por encima del eje x [figura 6(B)]. En consecuencia,

5 5
9 5 9 13
fo(3—x)dx_§—2_5 j;|3—x|dx_§+2_7 -

Area con signo —2
(A) (B)

FIGURA 6

Propiedades de la integral definida

Dedicaremos el resto de la seccidn a examinar algunas propiedades bdsicas de las inte-
grales definidas. En primer lugar, observemos que la integral de una funcién constante
f(x) = C enun intervalo [a, b] es el drea con signo C(b — a) de un rectangulo (figura 7).

TEOREMA 2 Integral de una constante Para cualquier constante C,

b
desz(b—a) |z|

A continuacidn, se enuncian las propiedades de linealidad de la integral.

oD



La ec. (5) se obtuvo en el ejemplo 5 de
la seccidn 5.1.

Segtin la ec. (6), la integral cambia de
signo cuando se intercambian los limites
de integracion. Si tenemos libertad para
escoger los simbolos como queramos,
;por qué hemos escogido poner el signo
menos en la ec. (6)? La respuesta es
que, precisamente con esta definicion,
el teorema fundamental del calculo es
cierto.
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b b b
°f (f(x)+g(x))dx=f f(x)dx+f g(x)dx

b b
.f Cf(x)dszf f(x)dx

TEOREMA 3 Linealidad de la integral definida Si f y g son integrables en [, b],
entonces f + gy Cf son integrables (para cualquier constante C) y se verifica:

Demostracion La demostracion de estas propiedades se basa en las correspondientes
propiedades de linealidad para las sumas y para los limites. Por ejemplo, las sumas de

Riemann son aditivas:
N N N
R(f +8 P,C) = Y (fle)) + g(e))Ax; = Y flepAx;+ ) g(e)Ax;
i=1 i=1 i=1

=R(f,P,C)+R(g,P,C)

Por la aditividad de los limites,

b
f (F0 + g0 dx = lim R(f +8.P.C)

= lim R(f,P,C)+ lim R(g,P,C
1PI—0 ¢ ) IPI—0 & )

b b
=f f(x)dx+f g(x)dx

La segunda propiedad de demuestra de forma analoga.

3
B EJEMPLO 3 Calcule f (2x* = 5) dx utilizando la férmula
0

b 3
b

2
x“dx = —
j; 3

Solucion

3 3 3
f x> - 5)dx =2 f dx+ f (=5)dx  (linealidad)
0 0 0

3
_ 2(3?) -53-0)=3 [ecs. (5) y (4]

b .
De momento hemos usado la notacién fa f(x)dx sobrentendiendo que a < b. Es

conveniente definir la integral definida para a y b arbitrarios.

DEFINICION Intercambio de los limites de integracion Sia < b,

b
faf(x)dxz—f f(x)dx
b a

[6]
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————— b

FIGURA 8 En este grafico, b <0y el
drea con signo es igual a —%bz.

f&x)

a b ¢

FIGURA 9 El drea por encima de [a, ]
es la suma de las dreas por encima de
[a,b]y de [b,c].

a b
FIGURA 10 La integral de f(x) entre a
y b es mayor que la de g(x).
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Por ejemplo, segtn la ec. (5),

0 5 3
fxzdx:—f xzd)c:—s—:—g
5 0 3 3

Cuando a = b, el intervalo [a, b] = [a,a] tiene longitud igual a cero y, en este caso, se
define la integral definida también como cero:

faf(x)dx =0

B EJEMPLO 4 Demuestre que, para todo b (positivo o negativo),

b
ﬁxdx:%lﬁ

Solucion Si b > 0, fob xdx esigual a %bz, el drea de un tridngulo de base b y altura b. Si

b <0, fbo xdx es el area con signo — %bz del tridngulo de la figura 8, y la ec. (7) se obtiene
aplicando la regla del intercambio de los limites de integracion:

b 0 1 1

Las integrales definidas cumplen una propiedad importante de aditividad: si f(x) es
integrable y @ < b < ¢, tal y como se ilustra en la figura 9, entonces la integral de a a ¢
es igual a la integral de a a b mds la integral de b a c. En el siguiente teorema se enuncia
esta propiedad (se puede demostrar formalmente utilizando sumas de Riemann).

TEOREMA 4 Aditividad para intervalos adyacentes Sean ¢ < b < ¢ y supongamos
que f(x) es integrable. Entonces:

C b C
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx
a a b

Este teorema continua siendo cierto incluso cuando la condicién a < b < ¢ no se cumple
(Ver el ejercicio 87).

7
B EJEMPLO 5 Calculef 2 dx.
4

Solucién En primer lugar, segin la propiedad de aditividad para intervalos adyacentes

7 7
fxzdx+f x2dx=f x dx
0 4 0

Ahora se puede calcular la integral del enunciado como una diferencia:
7 7 1 1
fxzdxzfxzdx—fxzdxz -7 (=4 =93 u
4 0 0 3 3

donde se ha aplicado la férmula fob x2dx = b3/3 del ejemplo 3.

Otra propiedad basica de la integral definida es que si una funcién es superior a otra,
las correspondientes integrales mantienen este orden (figura 10).

oD
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a b
FIGURA 12 La integral [ f(x)dx se
encuentra entre las dreas de los

rectangulos de base b —a'y
alturasmy M.

X

y
2 4
y=x"
1
1l
1 2
3
FIGURA 13
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TEOREMA 5 Teorema de comparacion Si f y g son integrables y g(x) < f(x) para
x en [a, b], entonces se tiene:

b b
f g(x)dxsf f(x)dx

Demostracion Si g(x) < f(x), para cualquier particién y eleccién de puntos intermedios,
se cumple que g(ci)Ax; < f(ci)Ax; para todo i. En consecuencia, las sumas de Riemann

verifican:
N N
D sleddn < ) flepAx;
i=1 i=1

Pasando al limite cuando ||P|| tiende a cero, se obtiene:

b N N b
fa g(x)dx = lim ;gmmxi < lim ;f(c,-)Ax,- = f F0)dx n

1 1
B EJEMPLO 6 Demuestre la desigualdad: fA —2dx < f —dx
1 X X
Solucién Si x > 1, entonces x> > xy x> < x~! [figura 11] En consecuencia, aplicando
el teorema de comparacién con g(x) = x2 y f(x) = x~!, la desigualdad es cierta. n

Supongamos que existan dos valores m'y M tales que m < f(x) < M para x en [a, D].
Los nimeros m y M se denominan cota inferior y superior, respectivamente, de f(x) en
[a, b]. Segin el teorema de comparacion,

b b b
fmdxsff(x)defde

b
m(b—a)sf f(x)dx < M(b - a)

Es decir, la integral de f(x) se encuentra entre las dreas de dos rectdngulos (ver la figura 12).

2

3 1
B EJEMPLO 7 Demuestre las desigualdades: 1 < f —dx<3
12 X

Solucion Como f(x) = x~! es estrictamente decreciente (figura 13), el valor minimo de

la funcién en [%,2] esm=f(2) = % y el mdximo es M = f(%) = 2. Segtin la ec. (8),

1 1\ 3 21 1
2( 2) 4—f1/2x t= ( 2)
e e e

m(b—a) M(b-a)

9.2 RESUMEN

e Una suma de Riemann R(f, P, C) para el intervalo [a, b] queda determinada mediante
la eleccién de una particion

Pa=xg<xi<xp<---<xy=b

y de unos puntos intermedios C = {ci}1<i<n, donde ¢; € [xj_1, x;]. Sea Ax; = x; — xj_1.
Entonces

N
R P.C) = ) fle)Ax;

i=1
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e Lanorma ||P]| de la particion es el valor maximo de las longitudes Ax;.
o La integral definida es el limite de las sumas de Riemann (siempre que éste exista):

b
]; f(x)ydx = llIIJhIEOR(f,RC)

Se dice que f(x) es integrable en [a, b] si el limite existe.
e Teorema: si f(x) es continua en [a, b], entonces f(x) es integrable en [a, b].

b
° f f(x)dx = drea con signo de la region limitada por la grafica de f(x) y el eje x entre
a

ayb.

e Propiedades de las integrales definidas:

b b b
f (f(x) +g(x))dx = f f)dx + f g(x)dx

b b
f Cf(x)dx==C f f(x)dx para cualquier constante C
a

a

a b
f f(x)dx = —f f(x)dx
b a

faf(x)dxzo

b C C
f f(x)dx + f f(x)dx = f f(x)dx paratodo a,b,c
a b a
e Formulas:

b
f Cdx=C(b—a) (paracualquier constante C)
a

b 1 )
xdx ==b
Jy xae=3
b 1
fxzdxz—b3
0 3

e Teorema de comparacion: si f(x) < g(x) en [a, b], entonces se verifica:

b b
f f(x)dxsf g(x)dx

Sim < f(x) < M en [a, b], entonces se verifica:

b
m(b —a) < f f(x)dx < M(b—a)

9.2 PROBLEMAS

Ejercicios preliminares

5
1. (A qué corresponde f dx [la funcion es f(x) = 1]?
3

7

2. Seal = f(x)dx, para f(x) una funcién continua. Determine si

2
es verdadero o falso:
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(a) I es el drea limitada por la grificay el eje x en [2,7].

(b) Si f(x) = 0, entonces [ es el drea limitada por la grifica y el eje x
en [2,7].

(¢) Si f(x) <0, entonces —/ es el drea limitada por la grifica de f(x)y
el eje xen [2,7].
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T
3. Explique graficamente por qué f cosxdx = 0.
0

SECCION 5.2 | Integral definida 265

-5 -1
4. ;Cudl de las siguientes integrales es negativa, f 8dxo f 8dx?

-1 5

Problemas

En los problemas 1-10, represente grdficamente el drea con signo co-
rrespondiente a la integral y calciilela aplicando geometria plana.

3
1. f 2xdx
-3
1 1
3.[(3x+4)dx 4.f4dx
-2 -2

8 37/2
5. f (7 —x)dx 6. f sen xdx
6 72

5 3
7. f V25 - x2dx 8. f |x] dx
0 -2
2 5
9. f (2 - |x)dx 10. f B+ x-2x])dx
-2 -2

10
11. Calcule f (8 — x) dx de dos maneras:
0

3
2. f (2x + 4)dx
-2

(a) Como el limite lim Ry
N—oo

(b) Representando grificamente el drea con signo correspondiente y
aplicando geometria plana.

12. Calcule (4x — 8) dx de dos maneras: como el limite A}im Ryy

-1
aplicando geometria plana.

Los problemas 13y 14 se refieren a la figura 14.

2 6
13. Evalte: (a) f f(x)dx (b) f f(x)dx
0 0

6
14. Evalde: (a)ff(x)dx (b) f [f(x0)ldx
1 1

y
y=fx)

FIGURA 14 Las dos partes del grifico son semicirculos.

Los problemas 15 y 16 se refieren a la figura 15.

3 5
15. Evaltie f gdty f g(n)dt.
0 3

(A C
16. Halle a, by c tales que f g(ndty f g(1) dt sean lo mayor posi-
0 b
ble.
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FIGURA 15

17. Describa la particién Py el conjunto de puntos intermedios C que
dan lugar a la suma de Riemann representada en la figura 16. Calcule el
valor de esta suma de Riemann.

y

34,25

201
151

s N

05 1 225332 455

X

FIGURA 16

18. Calcule R(f, P, C) para f(x) = x> + x, la particién P y conjunto de
puntos intermedios C dados por la figura 16.

En los problemas 19-22, calcular la suma de Riemann R(f, P, C) para
la funcion, particion y eleccion de puntos intermedios facilitados. Re-
presente grdficamente 'y también los rectdngulos correspondientes a
R(f,P,C).

19. f)=x, P={1,12,152), C={1,1,14,19
20. f(x)=2x+3, P={-4-1,1,48), C={-3,0,25)
21 f(x)=2+x, P={23,455), C={235,5)

22 f(x)=senx, P=1{0,%,% 2}, C={04,07,12)

En los problemas 23-28, dibuje el drea correspondiente a la integral.
Indique las regiones de drea positiva y las de drea negativa.

/4
24. f tan x dx
—-n/4

271 37
25. f sen x dx 26. f sen x dx
b 0

6
27.f (12 —4x| - 4) dx
0

5
23. f (4x — x2) dx
0

2
28. f (7 = D) - 4)dx
-2

En los problemas 29-32, determine el signo de la integral sin realizar
el cdlculo. Represente la grdfica de la funcion si fuera necesario.

1 1
29. f x*dx 30. f ¥ dx
-2 -2

=
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2 2
31.fnxsenxdx 32.fn¥dx
0 0

En los problemas 33-42, aplique las propiedades de la integral y las
formulas del resumen para calcular las integrales.

33. f(6z—3)dt
0
9

35. f X% dx
0

1
37. f 2 = 2u)du
0

2
34. f (4x+7)dx
-3

5
36. f % dx
2

1/2
38. f (12y% + 6y) dy
0

1 3
39.f(712+z+1)dt 40.f(9x—4x2)dx
-3 -3

2
42. fﬂ X% dx
a

En los problemas 43-47, calcule la integral suponiendo que:

S5 S5
f fx)dx =5 f g(x)dx =12
0 0

5 5 1
43. j(; (f(x) + g(x))dx 44. j(; (Zf(x) - gg(x)) dx

5
45. fo g(x)dx 46. f (f(x) —x)dx
5 0

47. En base a la informacién facilitada, ;se puede calcular

1
41. f (x2 + Xx)dx
—-a

5
j(; 80 f(x)dx?

48. Calculando el limite de las aproximaciones basadas en el extremo
superior, demuestre que:

b 4
b
3
dx=—
l;x = 9

En los problemas 49-54, evaliie la integral aplicando las formulas del

resumen y la ec. (9).
3
50. f x> dx
1

3
49.fx2dx
0
3 1
51.f(x—x3)dx 52.f(2x3—x+4)dx
0 0

1
53, f (127 + 24x% — 8x) dx
0

2
54, f 23 = 3:%) dx
-2

En los problemas 55-58, calcule la integral, suponiendo que:

1 2
f f(x)dx=1 f f(x)dx=4 fé‘f(x)dx=7
0 0 1

2
55. ﬁf(x)dx 56. f f(x)dx
0 1
1
57. f f(x)dx 58. fAf(x)dx
4 2
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En los problemas 59-62, exprese el resultado como una sola integral.

3 7
59. f f(x)dx + f fx)dx
0 3
9 9
60. f f(x)dx — f f(x)dx
2 4
9 5
61. f f(x)dx —f fx)dx
2 2

3 9
2.
6 j;f(x)dx+£f(x)dx

En los problemas 63-66, calcule la integral, suponiendo que f es inte-
b

grable y que f f)dx=1- bt para todo b > 0.
1

5 5
63. f f(x)dx 64. f f(x)dx
1 3

1

6
65. f (Bf(x) -4 dx 66. f(x)dx
1 1/2

= '
67. Explique la diferencia entre la interpretacion de f(x)dx
a

b
y lade f [f(x)]dx.

68. & Sea f(x) una funcién continua. Utilice la interpretacién gra-
fica de la integral definida para explicar la desigualdad:

b b
kfﬂwwstﬂmw

Explique también, por qué la igualdad se asume si y sélo si, o bien
f(x) > 0 para todo x, o bien f(x) < 0 para todo x.

69. & Sea f(x) = x. Halle un intervalo [a, b] tal que:

b 1 b 3
[rwal=5 v [rona=3

2 2
27 27
70. & Evalte I = f sen” x dx yJ= f cos? xdx segun se in-
0 0

dica a continuacion. En primer lugar, ponga de manifiesto graficamente
que / = J. A continuacién pruebe que / + J = 27.

En los problemas 71-74, calcule la integral.

6 3
71. f I3 — x|dx 72. f [2x — 4|dx
0 1

1 2
73. f 13| dx 74. f X2 - 1]dx
-1 0

75. Aplique el teorema de comparacién para justificar que:

1 1 2 2
f X dx < f x dx, f dx < f © dx
0 0 1 1
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1 1 1
76. Demuestre que = < fﬁ —dx < .

3 4 X 2
77. Demuestre que 0,0198 < joo f sen xdx < 0,0296. Indicacion: Prue-
be que 0,198 < sen x < 0,296 péra todo x en [0,2,0,3].

/4
78. Demuestre que 0,277 < f cos xdx < 0,363.
/8
/2 P
79. Demuestre que 0 < f senx dx < i
nj4 X 2
80. Determi ¢ i 'f’df1 dx
. Determine una cota superior y una inferior de _
0 V5x3+4

81. & Supongamos que f(x) < g(x) en [a, b]. Segtin el teorema de
comparacion, fa b f(x)dx < fa b g(x) dx. ;Se verifica también que f’(x) <
g’ (x) para x € [a, b]? Si no es cierto, dar un contraejemplo.

82. & Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas. Si son falsas, dé un contraejemplo grifico.

b
(a) Si f(x) > 0, entonces f f(x)dx > 0.

b
(b) Si f f(x)dx > 0, entonces f(x) > 0.

Problemas avanzados

83. Ilustre graficamente la siguiente afirmacion: Si f(x) es una funcién
impar, entonces se cumple:

f_jf(x)dx =0

1
84. Calcule f sen(sen(x))(senz(x) + 1) dx.
-1

85. Sean k y b constantes positivas. Demuestre, comparando las apro-
ximaciones basadas en el extremo superior, que:

b 1
f Fdx = b1 f *dx
0 0

86. & Sean fy g funciones continuas tales que, para todo a,

]‘a f(x)dx = fa g(x)dx

Explique de manera intuitiva por qué f(0) = g(0). Ilustre el razona-
miento mediante un gréfico.

87. El teorema 4 continda siendo cierto aunque a < b < ¢ no sea cierto.
Verifique que realmente es asi para las situaciones enque b < a < cy
enquec<ac<b.

5.3 El teorema fundamental del calculo (TFC), 1? parte

El teorema fundamental del cdlculo (TFC) pone de manifiesto una inesperada conexion
entre las dos operaciones principales del cdlculo infinitesimal: la diferenciacion y la in-
tegracion. El teorema tiene dos partes, que aunque estian fuertemente relacionadas, se
tratardn en secciones separadas para enfatizar su diferente aplicacion.

Para explicar la primera parte del TFC, retomemos un resultado que se habia obtenido
en el ejemplo 5 de la seccién 5.2:

f7 2d 173 143 93
xX“dx =|=z = =
4 3 3

3

El TFC fue enunciado por primera vez de
forma completa por Isaac Newton en
1666, aunque otros matematicos, entre
ellos el profesor de Newton, Isaac
Barrow, habian obtenido con
anterioridad versiones de éste.

<«-- RECORDATORIO

Observemos que F(x) = %x es una primitiva de x*, de manera que

F(x) se denomina una primitiva de f(x)
si F'(x) = f(x). Se dice que F(x) + C,
siendo C una constante, es una integral
indefinida de f(x) y se denota:

7
f Pdx=F(7)- F(4)
4

Segun la primera parte del TFC, esto no es una coincidencia; esta relacion entre la integral
definida y la primitiva se cumple en general.

ff(x)dx= Fx)+C

TEOREMA 1 El teorema fundamental del calculo, 12 parte Sea f(x) una funcién
continua en [a, b]. Si F(x) es una primitiva de f(x) en [a, b], entonces

f ’ fdx = Fb) - F@)
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FIGURA 1 Observe las cancelaciones
al expresar F(b) — F(a) como la suma
de las pequefas variaciones

F(xi) = F(xi-1).
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Demostracion La cantidad F(b) — F(a) corresponde a la variacion total de F (también
llamada “variacién neta”) en el intervalo [a, b]. El objetivo es relacionar esta cantidad con
la integral de F’(x) = f(x). Procederemos en dos etapas.

Etapa 1. Escribir la variacion total como suma de pequeiias variaciones
Fijada una particién cualquiera P de [a, b]:
Pxo=a<xi<xx<---<xy=b
se puede expresar F(b) — F(a) como la suma de las variaciones en cada uno de los
intervalos [x;_1, x;]:
F(b) — F(a) = (E&1) — F(@) + (F(x2) — E&1)) + -+ + (F(b) — Eew=1))

En la parte derecha de la igualdad, F(x;) se cancela con —F(x;), en el segundo
término, F(x;) se cancela con —F(x,) y asi sucesivamente (figura 1). En notacién

sumatoria, v
F(b) = Fla)= ) (F(x) = F(x;1))
i=1
Y y=F@)
FF((b; 4 : : : TFb) - Flxy) |
N Flx;) — F(xy)
L F(b) - F@
Fe)+ e F(x2) - F(xl)
5 F(x)) - Fa)
Fla)+ #A-—-—-—————---1 L]
T T T t X
a=xy X; Xpx3 b=xy

Etapa 2. Interpretar la ec. (2) como una suma de Riemann

Segtin el teorema del valor medio, existe un punto ¢ en [x;—1, x;] tal que

F(x;) = F(xi-1) = F'(¢)(x; = xi-1) = f(c))(xi — xi-1) = f(c]) Ax;
De esta manera, la ec. (2) se puede escribir como

N
F(b) = F(a@) = ) f(c]) Ax;
i=1

Esta suma es precisamente la suma de Riemann R(f, P, C*) siendo los puntos inter-
medios C* = {c;f‘}.
Segiin el teorema 1, seccién 5.2, f(x) es integrable y, por tanto, R(f, P,C*) tiende a

b . ;
fa f(x)dx, cuando ||P|| tiende a cero. Por otra parte, R(f, P,C*) es igual a F(b) — F(a)
gracias a nuestra particular eleccién de puntos intermedios C*. De esta manera, queda
demostrado el teorema, pues:

b
F(b)— F(a) = lim R(f,P,C*) = f f(x)dx u

I1PII—0

UN APUNTE CONCEPTUAL Las dos graficas En la demostracién del TFC (1* parte), se
ha aplicado el teorema del valor medio para expresar un pequefio cambio en F(x) en
términos de la derivada F’(x) = f(x):

F(x;) = F(xi-1) = f(c))Ax;

Pero f(c})Ax; es el drea de un fino rectdngulo que aproxima una seccién del drea de
la gréafica de f(x) (ver figura 2). Este es el punto esencial del teorema fundamental del
cdlculo: 1a variacion total F(b) — F(a) es igual a la suma de las pequefias variaciones
F(x;) — F(xj_1) que, a su vez, son iguales a la suma de las areas de los rectangulos en
una aproximacién por sumas de Riemann para f(x). El teorema fundamental del calcu-
lo se obtiene pasando al limite de estas sumas, cuando la longitud de los rectangulos
tiende a cero.
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La regla para el calculo de integrales de
potencias (vélida paran # —1) establece
que:

+1
fx”dx: al +C
n+1

20 1

t } —x
1 2 3
FIGURA 3 Region por debajo de la
gréfica de g(x) = x73/4 + 3x/3

en|[1,3].

SN R

4 4
FIGURA 4 Griéficade y = sec? x.
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Esta variacion es igual al drea f(c})Ax; de este rectangulo

y Grifica de F(x) y
Fxpp-—-—-=-—=--- T fleht N Grafica de f(x)
F(x;) — F(x; ;) i
Y . /| |
|
L |
|
|
¢ —x & X
a X1 ¢ x; b a X1 ¢ ox; b
i
Ax;
FIGURA 2

Segin el TFC (12 parte), si se puede hallar una primitiva de f(x), entonces se puede
obtener de forma sencilla la integral definida, sin necesidad de calcular ningdn limite.

Esta es larazon de que se utilice el signo integral f tanto para denotar la integral definida

b
f f(x)dx, como la integral indefinida (primitiva) f f(x)dx.
a

Notacion: F(b)—F(a) se denota como F (x)iZ. Utilizando esta notacion, el TFC se expresa:
b b
[ seax=ro,
a

M EJEMPLO 1 Calcule el drea bajo la gréfica de f(x) = x> en [2, 4].
Solucion Como F(x) = %x“ es una primitiva de f(x) = X3, segtin el TFC (1? parte)

f)( X (4) () X ) | |

B EJEMPLO 2 Halle el area por debajo de g(x) = x3* 133 en [1, 3.
Solucién La funcién G(x) = 4x'/* + %xg/ 3
igual a:

es una primitiva de g(x). El area (figura 3) es

3 3 9 3
f 34 43653y dx = G(x)'l - (4x1/4 + §x8/3)
1

1
= (4 3y g -38/3) - (4~ 14 4 g - 18/3)

~ 26,325 -5,125 =212 m

/4

B EJEMPLO 3 Calcule f sec? xdx y dibuje la regién correspondiente.

-m/4
Solucion La figura 4 muestra la region motivo de estudio. Teniendo presente que
(tan x)’ = sec? x, se obtiene:

/4
.[n/4 sec? xdx = tan)ci/j/4 = tan(g) — tan(—g) =1-(-H)=2 [ |

oD
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1+ y=senx
t X
7\_/271

FIGURA 5 El drea de una cresta es 2.
El drea con signo en [0, 27] es cero.

FIGURA 6
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Hemos visto que la integral definida es igual al drea con signo limitada por la grafica
de la funcién y el eje x. Por supuesto, el TFC también “lo sabe”: cuando se resuelve una
integral mediante el TFC se obtiene el drea con signo.

i 27
B EJEMPLO 4 Calcule (a)f senxdx y (b) f sen x dx.
0 0
Solucion

(a) Como (—cos x)’ = sen x, el drea para una “cresta” (figura 5) es:
T s
f sen xdx = —cos x|0 =—cosmT—(—cos0)=—(-1)—-(-1)=2
0

(b) Se espera que el drea con signo en [0, 27t] sea cero pues el “valle” se encuentra por
debajo del eje x. En efecto,

27
f senxdx = —cosxl(z)7r =(-cos2m)—(-cos0) =-1-(-1)=0 u
0

B EJEMPLO 5 Calcule f(4—2t)dt.
-1

Solucién La funcién F(r) = 47 — 1> es una primitiva de f() = 4 — 2¢; por tanto, la integral
definida (el area con signo por debajo de la grifica de la figura 6) es:

4
f(4-2;)dz=(4x-:2)' [ F@ A -4 D-CD)=0-(-5=5 m
-1 -

UN APUNTE CONCEPTUAL ;Qué primitiva? Las primitivas son tnicas salvo una constante
aditiva (seccion 4.8). ; Importa entonces qué primitiva se utiliza en el TFC? La respues-
ta es que no. Si tanto F'(x) como G(x) son primitivas de f(x), entonces F(x) = G(x)+C,
para alguna constante C, y

F(b) - F(a) = (G(b) + C) = (G(a) + C) = G(b) - G(a)

La constante se cancela

Las dos primitivas dan lugar al mismo valor para la integral definida:

b
f f(x)dx = F(b) — F(a) = G(b) - G(a)

9.3 RESUMEN

e El teorema fundamental del cdlculo, 1* parte, establece que:

b
f f(x)dx = F(b) — F(a)

donde F(x) es una primitiva de f(x). El TFC (1? parte) se utiliza para evaluar integrales
definidas en situaciones en las que se puede hallar una primitiva del integrando.
e Foérmulas de primitivas bésicas para resolver integrales definidas:

xn+1
fﬂdxz +C paran # —1
n+1

fsenxdxz—cosx+C fcosxdx:senx+C
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fseczxdxz tanx + C

fcsczxdx =—cotx+C

fsecxtanxdxzsecx+C fcscxcotxdxz—cscx+C

9.3 PROBLEMAS

Ejercicios preliminares
1. Supongamos que F’(x) = f(x) y que F(0) =3, F(2) =7

(a) Si f(x) > 0, ;jcudl es el valor del area por debajo de y = f(x) en
[0,2]?

(b) Si f(x) toma valores tanto positivos como negativos, ;cudl es la
interpretacién grafica de F(2) — F(0)?

2. Supongamos que f(x) es una funcién negativa con primitiva F tal
que F(1) =7y F(3) = 4. {Cudl es el valor del drea (un nimero positivo)

(a) La 1? parte del TFC sélo es valida para funciones postivas.

(b) Para poder aplicar la 1* parte del TFC , se tiene que haber seleccio-
nado la primitiva apropiada.

(¢) Sino se puede determinar una primitiva de f(x), entonces la integral
definida no existe.

9
4. Resuelva f f’(x)dx donde f(x) es una funcién diferenciable y
2

limitada por el eje x y la gréifica de f(x) en [1,3]? ) =f0O) =
3. Razone si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Problemas
2
En los problemas 1-4, dibuje la region bajo la grdfica de la funciony — 23. f (2 = x2)dx 24, _1/ Zdr
1

determine su drea mediante el TFC (1% parte).
L f) =2 [0,1] 2. f(x)=2x-2 [0,2]
3. f(0) =x2, [1,2] 4. f(x)=cosx, [0,%]

En los problemas 5-34, resuelva la integral mediante el TFC (1% parte).

6 9
5. f xdx 6. f 2dx
3 0
5
7. f Bt —4)dt 8. fA(24—5u)du
-3 2

1 2
9. f (4x - 9x) dx 10. f u? du
0 -3
2 2
11. f(12x5+3x2—4x)dx 12.[(10x9+3x5)dx
0 -2
1
13. ﬁ 28 — 62 dt 14. f Gut +u? - w)du
3 -1
8
15. f Vydy 16. f X3 dx
0
1
17.f M ar 18. f P12 ar
1/16
3
19. % 20. f xdx
1t
1
21. f %dx 22. f
1/2 X
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sen xdx

27 4/3 _ 1/3
s [y 26f 1077 =807,

3m/4
27. f sen 6 df 28.
/4

/2 1 S51/8
29. f cos (—e)de 30. f cos 2xdx
0 3 /4

/6 T /6
31. f sec? (3t - E) dt 32. f sec O tan 6 d6
0 0

/10 n/14
33. cscSxcotSxdx 34. f csc? Tydy
/20 /28

En los problemas 35-40, exprese la integral como suma de dos integra-
les sin los valores absolutos y resuelva.

1 5
35. f x| dx 36. f |3 — x|dx
-2 0

3 3
37.f 3| dx 38.f [x2 - 1]dx
-2 0

T 5
39. f cos x| dx 40. f Ix2 — 4x + 3|dx
0 0

En los problemas 41-44, resuelva la integral en términos de las cons-

tantes.
"
42. f Xt dx
b

1
41. f x> dx
b
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b
43. f ¥ dx
1

X
44. f B +0dt
—X

12-x* six<2 3

45. Sea f(x) = 3 ) . Calcule f f(x)dx.
X six>2 -2
cos x six<m 21

46. Sea f(x) = { . Calcule f(x)dx.
0

cosx—sen2x Six>T

1
47. Aplique la 1* parte del TFC para probar que f X'"dx=0sines
-1

impar. Ilustre graficamente el razonamiento.

48. SALC Represente graficamente la funcién f(x) = sen3x — x. De-
termine el cero o raiz positiva de f(x) con tres decimales de precision y
utilice este valor para hallar el drea bajo la grafica de f(x) en el primer
cuadrante.

©

49. Calcule F(4) sabiendo que F(1) = 3y que F'(x) = x2. Indicacion:
Exprese F(4) — F(1) como una integral definida.

50. Calcule G(16) sabiendo que dG/dt = /? y G(9) = 5.

1
51. & Si se incrementa n, el valor de f X" dx jaumenta o dismi-
0

nuye? Ilustre graficamente el razonamiento.

52. Demuestre que el drea del arco parabdlico de la figura 7 es igual a
cuatro tercios del drea del tridngulo mostrado en la misma figura.

FIGURA 7 Grificadey = (x — a)(b — x).

Problemas avanzados

53. En este problema se demuestra un conocido resultado de Arquime-
des (que generaliza el problema 52). Formalmente este resultado esta-
blece que si r < s, el area de la region sombreada en la figura 8 es igual
a cuatro tercios del drea del tridngulo AACE, donde C es el punto de la
pardbola para el que su recta tangente es paralela a la recta secante AE.
Para demostrar el resultado, se pide:

(a) Pruebe que C tiene (r + s5)/2 por abcisa.

(b) Pruebe que ABDE tiene drea (s — r?/4, entendiéndolo como un
paralelogramo de altura s — r y base igual a la longitud de CF'.

(¢) Demuestre que AACE tiene drea igual a (s — r)3 /8, pues tiene la
misma base y altura que el paralelogramo.

(d) Obtenga el drea sombreada como el drea por debajo de la grifica
menos el drea de un trapecio y obtenga, a continuacion, el resultado de
Arquimedes.

FIGURA 8 Grificade f(x) = (x — a)(b — x).

54. (a) Aplique el teorema de comparacion (teorema 5 en la seccién
5.2) ala desigualdad sen x < x (vdlida si x > 0) para demostrar que:

2
X
1-= < <1
5 S COSx =
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(b) Aplique de nuevo el mismo teorema para demostrar que:

3
X
x—g <senx <x (parax>0)

(¢) Verifique que estas desigualdades son ciertas para x = 0,3.

55. Aplique el método del problema 54 para demostrar que:

) x2< <1 x2+x4
- — <cosx - =+ =
2 - 2 24

x3< - x3+x5 ( > 0)
-— n -+ — r
x-—gSsenxs<x--+on (parax2

Verifique que estas desigualdades son ciertas para x = 0,1. ;Por qué se
ha especificado x > 0 para sen x pero no para cos x?

56. Aplique integracion sobre los resultados para sen x y cos x del pro-
blema 55, y obtenga el siguiente par de desigualdades. ;Cudl serd el
patrén general?

57. Aplique el TFC (12 parte) para demostrar que si |f’(x)] < K para
x € la, b], entonces | f(x) — f(a)| < K|x — a| para x € [a, b].

58. (a) Aplique el problema 57 para demostrar que se cumple la de-
sigualdad | sena — sen b| < |a — b| para todo a y b.

(b) Sea f(x) = sen(x + a) — sen x. En base al resultado obtenido en el
apartado (a), pruebe que la gréifica de f(x) se encuentra entre las rectas
horizontales y = +a.

(c) Verifique el apartado (b), representando graficamente f(x) y
lasrectas y = raparaa = 0,5y a = 0,2.

oD



En ocasiones se denomina A(x) la
funcion drea acumulada. En |a definicion
de A(x), se utilizat como la variable de
integracion para evitar confusion con x,
que es el limite superior de integracion.
En realidad, t es una variable muda que
puede ser reemplazada por cualquier
otra variable.
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5.4 El teorema fundamental del calculo (TFC), 22 parte

La 1?2 parte del teorema fundamental del calculo establece que se pueden utilizar primiti-
vas para el calculo del integrales definidas. La 2? parte expresa la otra direccidn de esta
relacion: se pueden utilizar integrales definidas para construir primitivas.

Para enunciar la 2% parte del teorema, se introduce la funcion de area de f con limite
inferior a:

X
A(x) = f f(#)dt = area con signo desde a hasta x
a

En esencia, se va a convertir la integral definida en una funcioén, tratando el limite superior
x como una variable (figura 1). Cabe mencionar que A(a) = 0 pues A(a) = fa “ f(®)dt=0.
En algunas situaciones, se puede hallar una expresion explicita para A(x) [figura 2].
y

50+
y=f®

A(x) 251

+ ——tt—t—t— 1
12 3 4 5\6 7

\

FIGURA 2 El drea por debajo de y = 1
desde 3 hasta x es A(x) = %x3 -9.

FIGURA 1 A(x) es el drea por debajo
de la grafica desde a hasta x.

X
B EJEMPLO 1 Halle una expresion para la funcion area A(x) = f 2 dr.
3

Solucion La funcién F(t) = %[3 es una primitiva de f([) - t2. Segﬁn el TFC (13 parte),
* 2 1 3 1 3 1 3
A(x)=ftdt=F(x)—F(3):_x__.3 - -3 _9 .
3 3 3 3

En el ejemplo previo, cabe observar que la derivada de A(x) es f(x):

1
A'(x) = % (§x3 - 9) =¥

La 2% parte del TFC establece que esta relacion siempre es cierta: la derivada de la funcion
area es igual a la funcién original.

TEOREMA 1 El teorema fundamental del calculo, 22 parte Sea f(x) una funcién
continua en un intervalo abierto / y sea a € I. Entonces, la funcién drea

Alx) = fxf(t)dt

es una primitiva de f(x) en I, es decir, A’(x) = f(x). Equivalentemente,

dif f@dt = f(x)
X Ja

Ademds, A(x) cumple la condicién inicial A(a) = 0.
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En esta demostracion,
Alx) = f f@de

X+l
A(x+h)-Alx) = f f(t)dt

A(x+h) — A(x)
h

A'(x) = lim
h—0

y
y= sen(r?)

ANVAWIVS
REAAR

y

=

FIGURA 5 Gréfico de una simulacién

por ordenador de

F(x) = f : sen(tz)dt.
-\
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Demostracion En primer lugar, utilizaremos la propiedad de aditividad de la integral
definida para expresar la variacion de A(x) en el intervalo [x, x + k] como una integral:

X+h X X+h
A(x+h)—A(x)=f f(t)dt—f f(t)dl‘:f f(®dt

En otras palabras, A(x + h) — A(x) es igual al drea que se muestra en en la figura 3,
correspondiente a la seccion limitada por la grafica y el eje ¢, desde x hasta x + A.

Este drea
es igual a
A(x + h) — A(x).

t

i i t ' -

M MR a x x+h
FIGURA 3 El area de la seccion es
igual a A(x + h) — A(x).

FIGURA 4 La seccién sombreada se
encuentra entre los rectingulos de
alturas f(x)y f(x + h).

Para simplificar el resto de la demostracion, se supondra que f(x) es estrictamente
creciente (ver el problema 50 para la situacién general). Entonces, si 7 > 0, esta seccién
se encuentra entre los dos rectangulos de alturas f(x) y f(x + h) que se muestran en la
figura 4,

hf(x) <A +h) - A®x) < hf(x + h)
—— e ———— ———
Area del menor rectangulo Area de la seccion Area del mayor rectingulo

Dividiendo por hk:

A(x + h) — A(x)
h

fx) < < flx+h)

Como hlir(r)l f(x+h) = f(x), pues f(x) es continua, y hlir(r)l f(x) = f(x), segun el principio
—0+ —0+

de intercalacion,

lim A(x+ h) — A(x) = f(v)

h—0+ h

Razonando de forma andloga, se tiene que para i < 0,

A(x+h)—A
fu+h)s—92—%——9zsfu)
De nuevo, segun el principio de intercalacion,
. Alx+h) - Ax)
lim ———— = 2
hgg— h Fx)
Las ecuaciones (1) y (2) prueban que A’(x) existe y que A’(x) = f(x). |

UN APUNTE CONCEPTUAL Muchas aplicaciones (en ciencias, ingenieria y estadistica)
involucran funciones para las que no se dispone de una expresion explicita. Sin em-
bargo, a menudo se puede expresar estas funciones como integrales definidas (o como
series). Esto permite calcular sus valores numéricamente y obtener graficos mediante
un sistema de dlgebra computacional. La figura 5 muestra el grafico de una primitiva
de f(x) = sen(x?), para la que no se dispone de una expresién explicita pero que ha
sido simulada por ordenador.
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M EJEMPLO 2 La primitiva como una integral Sea F(x) una primitiva particular de
f(x) = sen(x?), tal que F(—v/7r) = 0. Exprese F(x) como una integral.

Solucion Segun la 22 parte del TFC, la funcién drea con limite inferior a = — /7t es una
primitiva cumpliendo F(—+/7) = 0:

F(x) = f ' sen(r?) dt m
-Vr

M EJEMPLO 3 Derivacion de una integral Halle la derivada de:
X
A(x):f V1+23dt
2

y calcule A’(2), A’(3) y A(2).
Solucién Por el TFC (2 parte), A’(x) = V1 + x3. En particular,

AQ=V1+22=3 y A@)=+V1+3=V28
2
Por otra parte, A(2) = f mm =0.
2

UN APUNTE CONCEPTUAL El TFC muestra como la integracién y la diferenciacién son
operaciones inversas. Por el TFC (22 parte), partiendo de una funcion continua f(x) y
considerando la integral fa * f(x) dx, se puede obtener la funcién original derivando:

Derivar d

Fl) f fayar = f F@yde = f(x)

Por otra parte, segtin el TFC (1? parte), si se deriva primero e integra después también
se recupera la funcién f(x) [salvo por una constante f(a)]:

Derivar

o) ST gy f f@di = f(x) - f(a)

Cuando el limite superior de la integral sea una funcion de x, en lugar de x, se utili-
zara la 22 parte del TFC junto con la regla de la cadena para derivar la integral.

M EJEMPLO 4 EI TFC y la regla de la cadena Halle la derivada de:

2

G(x):f sent dt

2

Solucién No se puede aplicar directamente la 2% parte del TFC porque el limite supe-
rior de la integral es x* en lugar de x. Es necesario identificar G(x) como una funcion
X

compuesta de funcidn exterior A(x) = f sentdt:
-2

X2

G(x) = A(X?) = f sentdt

-2

Por la 22 parte del TFC A’(x) = sen x. En consecuencia, aplicando la regla de la cadena,
G'(x) = A'(x*) - (x*) = sen(x?) - (2x) = 2xsen(x?)
De manera alternativa, se puede introducir u = x? y aplicar la regla de la cadena segtin se
muestra a continuacion:
dG d

dx dx J, 2

oD
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AAenx,

1 1 X

1 X2

FIGURA 6 La variacion en el area AA,
para Ax fijado, es mayor si f(x) es
mayor.

y
Aqui el drea
q y=f)
crece
+ + + +
X
A(x) tiene : : A(x) tiene
un maximo : : un minimo
local | I local
| |
y | |
| |
A(x) : A(x) : A(x)
Estrictamente | Estrictamente I Estrictamente
creciente : decreciente : creciente
|
|
|
|
|
|
y =A@

FIGURA 7 Elsigno de f(x) determina
el comportamiento
creciente/decreciente de A(x).
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UN APUNTE GRAFICO Otro estudio de dos graficos Segtin el TFC (22 parte) A’(x) = f(x)
0, en otras palabras, f(x) es la tasa de variacion de A(x). Aunque no supiéramos este
resultado, podriamos intuirlo al comparar las graficas de A(x) y de f(x). Observemos
que:

e En la figura 6 se muestra como el incremento en el area AA para un Ax fijado es
superior en x» que en x; por ser f(x2) > f(xp). Por tanto, la magnitud de f(x)
determina lo rdpido que A(x) cambia, tal y como cabria esperar si A’(x) = f(x).

e En la figura 7 se muestra como el signo de f(x) determina si A(x) es estrictamen-
te creciente o decreciente. Si f(x) > 0, entonces A(x) es estrictamente crecien-
te, pues al realizar un desplazamiento hacia la derecha, se afiade area positiva.
Cuando f(x) se vuelve negativa, A(x) empieza a decrecer, porque se aflade drea
negativa.

e A(x) presenta un maximo local en los puntos en los que f(x) cambia de signo +
a — (los puntos a partir de los que el drea empieza a ser negativa) y presenta un
minimo local en aquellos puntos en los que f(x) cambia de — a +. Esto concuerda
con el test de la primera derivada.

Los comentarios anteriores muestran que f(x) “se comporta” como A’(x), tal y como
se establece en el TFC (22 parte).

9.4 RESUMEN

X
e La funcion drea de limite inferior a: A(x) = f f(@) dt. Cample A(a) = 0.
a

e TFC (22 parte): A’(x) = f(x) o, equivalentemente, % f f@dt = f(x).

e EI TFC (2? parte) establece que toda funcién continua tiene una primitiva, precisamente
su funcién drea (con cualquier limite inferior).

8(x)
e Para derivar la funcion G(x) = f(1)dt, exprese G(x) = A(g(x)) siendo A(x) =

a

X
f f(t)dt. A continuacién, aplique la regla de la cadena:
a

G'(x) = A'(g(x)g'(x) = f(g(x))g’ (x)

9.4 PROBLEMAS

Ejercicios preliminares

X
1. Sea G(x) = f Vi + 1dr.
4

(a) ¢Se necesita el TFC para calcular G(4)?
(b) (Se necesita el TFC para calcular G”(4)?

2. (Cual de las siguientes expresiones es una primitiva F(x) de

f(x) = x* cumpliendo F(2) = 0?

X 2
(a) f 2dt (b) f 2 dt
2 0

(a) G(x) esigual a la funcién compuesta sen(x7).

(b) G(x) esigual a la funcién compuesta A(x®), donde:

A(x) = fx sen(t) dt
4

(¢) G(x) es demasiado complicada para poder ser derivada.

X
(© fz #dt () Para derivar G(x) se aplica la regla del producto.

3. Toda funcién cgntinua, (tiene primitiva? Justifique la respuesta. (e) Para derivar G(x) se aplica la regla de la cadena.

X
4. Sea G(x) = L sentdt. {Cudles de las siguientes afirmaciones es () G'(x) = 322 sen(x3).

correcta?
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Problemas

1. Exprese la funcién drea de f(x) = 2x + 4 con limite inferior a = -2
como una integral y halle una expresion para ésta.

2. Halle una expresion para la funcién area de f(x) = 2x+4 con limite
inferior a = 0.

3. Sea G(x) = fl"(z2 —2)dt. Calcule G(1), G’(1) y G’(2). A continua-
cién halle una expresion para G(x).

4. Halle F(0), F’(0)y F’(3) para F(x) = fx Vi2 + tdtr.
0

X
5. Halle G(1), G’(0) y G’ (7t /4) para G(x) = f tantdt.
1

*od
6. Halle H(-2) y H’(-2) para H(x) = f “ .
our+1

En los problemas 7-16, halle expresiones explicitas para las funciones
representadas mediante las integrales.

X X
7. f u* du 8. f(12t2—8t)dt
2 2

X X
9. f sen u du 10. sec? 0 do
0 —m/4
oW
11. f 5 12. (5t +9) dt
2 t sen 6
X2 x/4
13. tdt 14. f sec® udu
1 x/2
32 X
15. f Adr 16. f sec’ 1 dt
3x -2x

En los problemas 17-20, exprese la primitiva F(x) de f(x), cumpliendo
la condicion inicial, como una integral.

17. f(x)= Vx3+1, F(5)=0

x+1
X2 +9

19. f(x) =secx, F(0)=0

18. f(x) =

, F(7)=0

20. f(6) =sen(03), F(-m)=0

En los problemas 21-24, calcule la derivada.
d (¥ d [?
2. — | -9 22. — f t
dxfo(’ 9) dr 7@ ), < udu
d (! d 1
23. — 5x-9)d 24, — t d
dt Jioo sec(Sx )dx ds j:z an(l + u2) !

X
25. Sea f(x) la funcion de la figura 8 y A(x) = f f(@)dr.
0

(a) Calcule A(2), A3), A’(2) y A’(3).

(b) Halle férmulas para A(x) en [0,2] y en [2,4] y dibuje la grifica de
A(x).
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FIGURA 8

26. Sea g(x)lafuncién dela figura 9. Represente, de forma aproximada,
"X
la gréifica de A(x) = f g(t)dr.
y 0
y=28

NGA
FIGURA 9

X
1
27. Verifique que f lt|dt = Exlxl. Indicacion: Considere por separa-
0

do los casos x >0y x < 0.

2
"X
28. Halle G’(1) para G(x) = f V3 +3dt.
0

En los problemas 29-34, calcule la derivada.

2
d (™ tdt d (1
29, — — . — g
ax )y T+ 30 dle‘ cos’ tdt
d 0S § d X4
31, — u* du 32, — f Vidr
ds J_¢ dx J

Indicacion para el problema 32: F(x) = A — A(X?).

2

d X d 3u

33. —f tant dt 34. —f Va2 + ldx
dx J 5 du J_,

En los problemas 35-38, sea f(x) la funcion dada por la figura 10.
Introducimos,

Alx) = fo fodi y By = f2 foydr

35. Halle el minimo y el mdximo de A(x) en [0, 6].
36. Halle el minimo y el mdximo de B(x) en [0, 6].
37. Halle expresiones para A(x) y B(x), validas sobre [2,4].

38. Halle expresiones para A(x) y B(x), vdlidas sobre [4, 5].

=
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FIGURA 10

"X
39. Sea A(x) = f f(t)dt, para f(x) dada por la figura 11.
0

(a) ;Tiene A(x) un maximo relativo en P?
(b) ¢(En qué punto presenta A(x) un minimo relativo?
(¢) (En qué punto presenta A(x) un maximo relativo?

(d) ¢ Verdadero o falso? A(x) < O para todo x en el intervalo considera-
do.
y

FIGURA 11 Grifica de f(x).

X
40. Determine f(x) sabiendo que f f@de = 2+
0

41. Determine la funcién g(x) y todos los valores de c tales que

X
f gdi=x>+x—6
C

b
42. Halle a < b tales que f (x2 —9) dx sea minima.
a
X
En los problemas 43-44, sea A(x) = f f()dr.
a

43. & La funcién area y la concavidad Justifique por qué las si-
guientes afirmaciones son ciertas. Sea f(x) una funcién derivable.

(a) Si c esun punto de inflexién de A(x), entonces f’(c) = 0.
(b) A(x) es convexa si f(x) es estrictamente creciente.
(¢) A(x)es céncava si f(x) es estrictamente decreciente.

44. Relacione la propiedad de A(x) con la correspondiente propiedad
de la grafica de f(x). Suponga que f(x) es derivable.

Funcion area A(x)

(a) A(x) es estrictamente decreciente.
(b) A(x) tiene un maximo relativo.
(¢) A(x)es convexa.

(d) A(x) pasa de ser convexa a concava.

Grafica de A(x)

(i) Se encuentra por debajo del eje x.

(ii) Cruza el eje x desde los valores positivos hacia los negativos.
(iii) Tiene un maximo relativo.

(iv) f(x) es estrictamente creciente.
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X
45. Sea f(x) la funcién dada por la figura 12 y A(x) = f [ dre.
0

Determine:

(a) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento estrictos de A(x).

(b) Los valores x para los que A(x) alcanza un maximo o un minimo
relativo.

(¢) Los puntos de inflexién de A(x).

(d) Los intervalos de convexidad y de concavidad de A(x).

.
o
(
[ee]
5.
7
=

FIGURA 12
X
46. Sean f(x) = x> - 5x—6y F(x) = f @) dt.
0

(a) Halle los puntos estacionarios de F'(x) y determine si son maximos
0 minimos relativos.

(b) Halle los puntos de inflexién de F(x) y determine si el cambio que
se produce en éstos es de convexidad a concavidad o a la inversa.

(c) Represente graficamente f(x) y F(x), utilizando los mismos
ejes, y confirme las respuestas de los apartados (a) y (b).

47. Dibuje la grafica de una funcidn estrictamente creciente f(x), para
la que tanto f”(x) como A(x) = fox f(t) dt sean decrecientes.

48. & La figura 13 muestra la grafica de f(x) = xsen x. Sea F(x) =

X

= f tsentdt.
0

(a) Localice el maximo absoluto y el maximo relativo de F(x) en
[0,3m].

(b) Justifique graficamente: F(x) tiene exactamente una raiz en [7t, 27t].
(¢) (Cuantas raices tiene F(x) en [0,37]?

(d) Halle los puntos de inflexién de F(x) en [0, 37t]. Para cada uno de
ellos, determine si el cambio es de convexidad a concavidad o a la in-
versa.

y
8
4
0/:_\ t t —x
n  nw\ 3 /2m 5m 3m
4 2 2 2

FIGURA 13 Grifica de f(x) = xsen x.

49. Halle el menor de los puntos estacionarios positivos de

F(x) = f i cos(/?) dt
0

y determine si se trata de un maximo o de un minimo relativo. A con-
tinuacion, halle el menor de los puntos de inflexioén positivos de F(x)
y, en base a la grafica de y = cos(x*/2), determine si el cambio que se
produce es de convexidad a concavidad o a la inversa.

oD
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Problemas avanzados

50. Demostracion del TFC (22 parte) En la demostracion facilitada 22 parte del TFC para obtener una nueva demostracion, segtn se indica
en el libro se supone que f(x) es estrictamente creciente. Para demos- a continuacion. Sea A(x) = fa * f(@)dr.

trar este resultado para cualquier funcién continua, sean m(h) y M(h) el
minimo y el mdximo de f(t) en [x, x + h] (figura 14). La continuidad de (@) Demuestre que F(x) = A(x) + C, para alguna constante C.

f(x) implica que limym(h) = limy M(h) = f(x)- (b) Demuestre que F(b) — F(a) = A(b) — A(a) = f f() .
Demuestre que para cualquier & > 0, a
52. ¢(Se puede expresar cualquier primitiva como una integral? La
funcién drea fa N f(2)dt es una primitiva de f(x), para cualquier valor de
a. Sin embargo, no toda primitiva se obtiene de esta forma. La primitiva
general de f(x) = xes F(x) = %xz + C. Demuestre que F(x) es una

hm(h) < A(x + h) — A(x) < hM(h)

Para h < 0, las desigualdades cambian de sentido. Demuestre que

A'(x) = f().

Y y=r@ funcién drea si C < 0, perono si C > 0.
53. Demuestre la férmula:
d v(x) , ,
- f@dt = fWE)V'(x) = ful)u' (x)
dx u(x)
C’l M i h 4 54. Aplique el resultado del problema 53 para calcular:
FIGURA 14 Interpretacion grifica de A(x + h) — A(x). d e
— tdt
51. Demostracién del TFC (12 parte) En la 1% parte del TFC se es- dx Jpo 08

tablece que fab f()ydt = F(b) — F(a) si F'(x) = f(x). Aplique la

5.5 Variacion neta como la integral de una tasa

De momento nos hemos centrado en la interpretacion de la integral como un drea. En esta
seccion, se utilizard la integral para calcular la variacion neta.

Consideremos el siguiente problema: sea r(¢) la razén a la que se llena de agua un cubo
vacio, medida en litros por segundo. ;Qué cantidad de agua contiene el cubo después de
4 segundos? Si la tasa de flujo de agua fuese constante (por ejemplo, 1,5 litros/segundo)

Cantidad de agua = tasa de flujo X tiempo transcurrido = 1,5 - 4 = 6 litros

Sin embargo, cabe suponer que la tasa de flujo r(¢) varia, como en la figura 1. Entonces, la

r (litros/s) cantidad de agua es igual al drea por debajo de la grdfica de r(t). Para demostrarlo, sea
L5 () 1a cantidad de agua en el cubo en el momento ¢. Entonces, s'(¢) = r(¢) porque s’ (¢) es la
1,0 (1) tasa de variacién de la cantidad de agua. Ademas, s(0) = O pues el cubo estd inicialmente
0,5 vacio. Segtin la 1? parte del TFC,
} } } t(s)
b2 3 trﬂwlﬂmﬂ@Z 5(4)
0 N——
FIGURA 1 La cantidad de agua en el S Aguaen el cubo
Area bajo la gréfica ent=4

cubo es igual al drea bajo la grafica de

. de la razén de flujo
la razén de flujo 7(2). !

De manera mds general, s(#,)— s(¢1) es la variacion neta de s(z) a lo largo del intervalo
[t1,%2]. La 1? parte del TFC da lugar al siguiente resultado.

TEOREMA 1 Variacion neta como la integral de una tasa La variacion neta en s(7)
a lo largo de un intervalo [#1, ;] viene dada por la integral

En el teorema 1, la variable t no tiene .

por qué ser necesariamente una variable 2

temporal s'(1)dt = s(t2) = s(t1)
. " ,

——— Variacién neta a lo largo de [71,17]
Integral de la tasa de variacion
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En el ejemplo 2, Ly se obtiene mediante
la suma de los valores de q(t) en los
extremos inferiores:

7:00, 7:15, ..., 845

Ry se obtiene mediante la suma de los
valores de q(t) en los extremos
superiores:

7:15, ..., 8:45, 9:00
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M EJEMPLO 1 Un depésito pierde agua a razon de 2+ 5t litros/hora, donde ¢ es el nimero
de horas transcurridas a partir de las 7 AM. ;Cudnta agua se ha perdido entre las 9 y las
11 de la mafana?

Solucion Sea s(7) la cantidad de agua en el tanque en el momento ¢. Entonces s'(f) =
= —(2 + 51), donde el signo menos es debido a que s(¢) es decreciente. Como las 9 y las
11 de la mafiana corresponden a t = 2 y t = 4 respectivamente, la variacion neta en s(t)
entre las 9 y las 11 de la mafiana es:

4
s(@) - 5(2) = fs’(t)dt = —f Q2 +56)dt =
2 2

4
5
= - (2: + 5’2) = (—48) — (—14) = =34 litros
2
El tanque ha perdido 34 litros entre las 9 y las 11 de la mafana. L

En el siguiente ejemplo, se estimara el valor de una integral mediante la evaluacion de
la funcién en diferentes puntos. Se calculard la media de las aproximaciones en base a los
extremos inferior y superior, porque esta media suele conducir a una aproximacién mas
precisa que la que se obtendria con cualquiera de las aproximaciones basadas sélo en uno
de los extremos. (En la seccién 8.8, nos referiremos a esta media como la aproximacion
trapezoidal.)

B EJEMPLO 2 Volumen de circulacion El nimero de vehiculos por hora que pasan a
través de un punto de observacion de la carretera por unidad de tiempo se denomina razén
del volumen de trifico o intensidad de circulacién ¢(#) (en coches por hora).

2
(a) ;/Qué cantidad representa la integral f q(t) dt?
o
(b) Se registra la intensidad de circulacion, a intervalos de 15 minutos entre las 7:00 y las
9:00 de la mafiana. Estime el niimero total de vehiculos que han utilizado la carretera en
algin momento de ese periodo de dos horas.

t 7:00 | 7:15 | 7:30 | 7:45 | 8:00 | 8:15 | 830 | 845 | 9:00
q(t) | 1044 | 1297 | 1478 | 1844 | 1451 | 1378 | 1155 | 802 | 542

Solucion )
(a) La integral ftlz q(t) dt representa el niimero total de vehiculos que han pasado por el

punto de observacién en el periodo de tiempo [#1, 72].
(b) Los valores numéricos se han registrado a intervalos de Ar = 0,25 horas. Por tanto:

Ly = 0,25(1044 + 1297 + 1478 + 1844 + 1451 + 1378 + 1155 + 802) ~
~ 2612
Ry = 0,25(1297 + 1478 + 1844 + 1451 + 1378 + 1155 + 802 + 542) ~
~ 2487
El nimero de vehiculos que han pasado por el punto de observacion entre las 7 y las 9 de
la manana se estima como la media de Ry y Ly:

9 1 1
f gt dt ~ SRy + Ly) = 5(2612 +2487) ~ 2550
7

Aproximadamente 2550 vehiculos utilizaron la carretera entre las 7 y las 9 de la mafiana. B

La integral de la velocidad

Sea s(#) la posicién de un objeto en movimiento rectilineo en el instante ¢. Entonces, la
velocidad del objeto es v(r) = s'(¢) y la integral de v(¢) es igual a la variacion neta de la
posicion o desplazamiento en un intervalo [#1,>]:

oD
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FIGURA 2 Grifica de

u(t) = 3 — 10 + 241. En [4,6], la
curva de trazo discontinuo es la grafica
de |v(®)].

t=6

T Hi=4

Distancia

0 36 128
3

FIGURA 3 Trayectoria de la particula a
lo largo de una linea recta.
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g g
fz v(t)dt = fz s'(0) dt = s(tr) — s(t1)
— e

| |
Desplazamiento o variacién
neta de la posicién

Se debe distinguir entre desplazamiento y distancia recorrida. Si se recorren 10 km y
se vuelve al punto de partida, el desplazamiento es cero, pero la distancia recorrida es
20 km. Para obtener la distancia recorrida, en lugar del desplazamiento, se debe integrar
la celeridad |v(1)|.

TEOREMA 2 La integral de la velocidad Para un objeto en movimiento a velocidad
u(),

)
Desplazamiento a lo largo de [#1, 2] = f v(t) dt

n

)
Distancia recorrida a lo largo de [#1, %] = f |v(t)| dt
n

B EJEMPLO 3 Una particula se desplaza a velocidad v(r) = 3 — 107> + 24t m/s. Calcule:
(a) Desplazamiento en el intervalo de tiempo [0, 6].

(b) La distancia total recorrida en el intervalo de tiempo [0, 6].

Represente la trayectoria de la particula mediante un diagrama de movimiento.

Solucion En primer lugar, se calcula la integral indefinida:

fv(t) dr = f(ﬁ — 107 + 241y dr = %z“ - %OP + 127 +C

(a) El desplazamiento a lo largo del intervalo [0, 6] es:

6
1 10
Hdt = (-1 — —F + 124

(b) La factorizacion v(¢) = #(t — 4)(t — 6) pone de manifiesto que v(¢) cambia de signo en
t = 4. Es positivo en [0, 4] y negativo en [4, 6], como se muestra en la figura 2. Por tanto,
la distancia total recorrida es:

6 6
f lv(o)| dt = f u(t)dt — f v(t) dt
0 0 4

Evaluando estas dos integrales por separado:

6
=36m

0

4

1 10 128
[0, 4]: fv(r)d;: A=A 127 == m
0 4 3 o 3
6 6
1 10 20
4.61: (A A 2 =2
[4,6] L v(t) dt (4t 3t + t)4 3

se obtiene que la distancia total recorrida es % + % = %8 = 49% m.

La figura 3 es una diagrama de movimiento reflejando la trayectoria de la particula.
Esta recorre 1% m durante los primeros 4 s y después retrocede 23—0 m durante los siguien-

tes 2 s.
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En la seccidn 3.4, se definié el coste
marginal para un nivel de produccion x;
como el coste:

C(xo + 1) = C(xo)

de producir una unidad adicional. Como
este coste marginal se aproxima por la
derivada C'(x,), a menudo nos solemos
referir a C’(x) como el coste marginal
también.
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Coste total y marginal

Sea C(x) la funcién de coste de un fabricante, es decir, el coste en euros de producir x
unidades de un cierto producto o mercancia. La derivada C’(x) se denomina coste mar-
ginal. El coste de aumentar la produccién de a a b es la variacion neta C(b) — C(a), que a
su vez es igual a la integral del coste marginal:

b
Coste de aumentar la produccién de a a b = f C'(x)dx

a

M EJEMPLO 4 EI coste marginal de producir x chips de ordenador (en unidades de mil)
es C’(x) = 300x2 — 4000x + 40 000 (euros por miles de chips).

(a) Halle el coste de aumentar la produccién de 10 000 a 15 000 chips.

(b) Obtenga el coste total de producir 15 000 chips, suponiendo que poner en funciona-
miento la fabrica cuesta 30 000 euros [es decir, C(0) = 30 000].

Solucion

(a) El coste de aumentar la produccién de 10 000 (x = 10) a 15 000 (x = 15) es:
15
C(15) -C0) = (300)c2 —4000x + 40 000) dx =
10
5 5 15
= (100x° —2000x~ + 40 000x) 0=

=487 500 — 300 000 = 187 500€

(b) El coste de aumentar la produccién de 0 a 15 000 chips es:
15
C(15)-C(0) = f (300x2 —4000x + 40 000)dx =
0

15
= (100x> = 2000x + 40 000x) , =487 500€

El coste total de producir 15 000 chips debe incluir los costes iniciales de 30 000 <€:

C(15) = C(0) + 487 500 = 30 000 + 487 500 = 517 500€ m

9.9 RESUMEN

e Muchas aplicaciones estan basadas en el siguiente principio: La variacion neta en una
cantidad s(t) es igual a la integral de su tasa de variacion:

2
s(h)—s(t) = f s (1) dt
D t

Variacién neta en [#, ;] !

e Para un objeto que se mueve en linea recta a velocidad v(¢),

)
Desplazamiento a lo largo de [71, 2] = f v(t) dt
Bl

)
Distancia total recorrida a lo largo de [#1, 2] = f |v(r)| dt
Bl
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e Si C(x) es el coste de producir x unidades de un cierto bien, entonces C’(x) es el coste

marginal y

b
Coste de aumentar la produccién de a a b = f C'(x)dx

a

9.9 PROBLEMAS

Ejercicios preliminares

1. Se sumerge en agua un objeto de metal caliente. La razén de re-
frigeracion del objeto (en grados por minuto) es una funcién f(r) del

tiempo. ;Qué cantidad representa la integral fOT f@de?

2. Un avién recorre 560 km desde Los Angeles hasta San Francisco en
1 hora. Si la velocidad del avién en el instante ¢ es v(7) km/h, ;qué valor
tiene [ v(r)dr?

3. (Qué cantidades se representarian, de forma natural, mediante de-
rivadas y qué cantidades mediante integrales?

(a) Velocidad de un tren.

(b) Precipitacién de lluvia durante un periodo de 6 meses.

(¢) Kilémetros por galén recorridos por un vehiculo.

(d) Aumento de la poblacién de EE.UU. desde 1990 hasta 2010.

Problemas

1. Un embalse se llena de agua a razén de 3000 + 20¢ litros por hora.
(Cudnta agua hay en el embalse al cabo de 5 horas?

2. Una poblacién de insectos aumenta a razén de 200 + 10z + 0,257
insectos por dia. Halle la poblacién de insectos al cabo de 3 dias, supo-
niendo que hay 35 insectos en ¢ = 0.

3. Segtin una encuesta, la candidata a una cierta alcaldia estd ganando
votantes a razén de 20007 + 1000 votos por dia, donde 7 es el niimero de
dias desde que anunci6 su candidatura. Pasados 60 dias, ;cudntos parti-
darios tendrd la candidata, suponiendo que en ¢ = 0 no tenfa ninguno?

4. En una fabrica se producen bicicletas a razén de 95+372 7 unidades
por semana. ;Cudntas bicicletas se han fabricado desde el principio de
la semana 2 hasta el final de la semana 3?

5. Halle el desplazamiento de una particula que se mueve a lo largo de
una linea recta a velocidad v(f) = 4t — 3 m/s en el intervalo de tiempo
[2,5].

6. Halle el desplazamiento a lo largo del intervalo de tiempo [1, 6]
de un helicéptero cuya velocidad (vertical) en el instante ¢ es v(f) =
= 10,0212 + 1 m/s.

7. Un gato se cae de un drbol (con velocidad inicial igual a cero) en
el instante ¢ = 0. ;Cudl es la distancia total que recorre el gato en su
caida, desde ¢ = 0,5 hasta zr = 1 s? Aplique la férmula de Galileo v(¢) =
= -9,8t m/s.

8. Se lanza un proyectil con velocidad (vertical) inicial de 100 m/s.
Aplique la féormula v(r) = 100 — 9,8¢ de la velocidad para obtener la
distancia recorrida en los primeros 15 segundos.

En los problemas 9-12, una particula se mueve a lo largo de una linea
recta a la velocidad dada (en m/s). Halle el desplazamiento y la dis-
tancia recorrida en el intervalo de tiempo, y dibuje un diagrama de
movimiento como el de la figura 3 (con la distancia y etiquetas tempo-
rales).

9. u(t) =12 —41, [0,5]
11. v =r2-1, [05,2]

10. v(r) = 36 — 241 + 312, [0, 10]
12. v(r) = cost, [0,3m]
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13. Halle la variacién neta de la velocidad en [1,4] para un objeto con
a(t) = 8t — 12 m/s2.

14. Demuestre que si la aceleracion es constante, entonces la variacién
en la velocidad es proporcional a la longitud del intervalo de tiempo.

15. La intensidad de circulacién en un cierto punto de una carretera es
q() = 3000+20007—30072 (7 en horas), siendo 7 = 0 las 8 de la mafiana.
(Cudntos coches pasan por este punto, en el intervalo de tiempo que va
desde las 8 de la mafiana hasta las 10 de la mafiana?

16. El coste marginal de producir x Tablet PC es C’(x) = 120 — 0,06x+
+0,00001x2. Si los costes iniciales son 90 000 <€, (cudl es el coste de
producir 3000 unidades? Si se ha establecido la produccién en 3000
unidades, ;cudl serfa el coste de producir 200 unidades adicionales?

17. Una pequefia boutique produce suéteres con un coste marginal de
40 — 5[[x/5]] para 0 < x < 20, siendo [[x]] la funcién entero superior
o funcién techo. Halle el coste de producir 20 suéteres. A continuacion,
calcule el coste medio de los primeros 10 suéteres y de los ultimos 10.

18. Se registra a intervalos de medio minuto la razén (en litros por mi-
nuto) a la que se desagua un tanque. Calcule las aproximaciones basa-
das en los extremos inferior y superior, para estimar la cantidad total de
agua drenada durante los primeros 3 minutos.

t@mn) 0 05 1 15 2 25 3

r (L/min) 50 48 46 44 42 40 38

19. Se registra la velocidad de un vehiculo a intervalos de medio se-
gundo (en pies por segundo). Utilice la media de las aproximaciones
basadas en los extremos inferior y superior, para estimar la distancia
total recorrida durante los primeros 4 segundos.

t 0105 1 |15] 2 25 3 |35 4
vy | 0| 12 | 20 | 29 | 38 | 44 | 32| 35 | 30
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20. Para modelar los efectos de un impuesto del carbono sobre las
emisiones de CO,, los responsables politicos estudian el coste marginal
de reduccion B(x), que se define como el coste de aumentar la reduc-
cion de CO; de x toneladas a x + 1 (en unidades de diez mil toneladas
—figura 4). ;Que cantidad se representa en la figura 4 mediante el drea
bajo la curvaen [0, 3]?

B(x) ($/tonelada)
100
75
50
25

Reduccion de toneladas (en unidades de diez mil)

FIGURA 4 Coste marginal de la reduccion B(x).

21. Un megawatt de potencia es 10° W 0 3,6 x 10° J/hora. ;Qué canti-
dad se representa en la figura 5 mediante el drea bajo la grafica? Estime
la energia (en joules) consumida entre las 4 y las 8 de la tarde.

Megawatts (en miles)
28

27
: \
24 - /
23 » \
by

21
\\

20 /‘/

19

18

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24
Hora del dia

FIGURA 5 Consumo de potencia a lo largo de un periodo de 1 dia
en California (Febrero 2010).

22, & La figura 6 muestra la tasa de migracién M(¢) de Irlanda
para el periodo 1988-1998; ésta corresponde a la razén segtin la cual la
poblacién (en miles por afio) se muda.

(a) La siguiente integral, ;es positiva o negativa? ;Qué cantidad repre-
senta?

1998
M(t)dt
1988

(b) El flujo neto de poblacién en Irlanda durante el periodo 1988-1998,
(fue positivo o negativo?

(¢) Segtn el primer ministro de Irlanda, “Se ha alcanzado un punto de
inflexion. Todavia estamos perdiendo poblacién pero la tendencia, en
estos momentos, es hacia la recuperacion.” ;En qué dos afios podria
haber hecho esta declaracién?
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720..
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FIGURA 6 Tasa de migracién irlandesa (en miles por afio).

23. Sea N(d) el nimero de asteriodes de didmetro < d kilémetros. Los
datos sugieren que los didmetros se distribuyen segtin una ley de poten-
cias definida a trozos:

1,9x 10°d7>3  para d <70

N'(d) =

{ 2,6 X 10124=%  para d > 70
(a) Calcule el nimero de asteroides que tienen didmetro entre 0,1 y
100 km.

(b) Considerando la aproximacion N(d + 1) — N(d) ~ N’(d), estime el
nimero de asteroides de didmetro igual a 50 km.

24. Capacidad calorifica La capacidad calorifica C(T') de una sustan-
cia es la cantidad de energia (en joules) que que hay que suministrar a
1 g de la sustancia para aumentar su temperatura 7 en 1 °C.

(a) Explique por qué la energia necesaria para aumentar la temperatura
desde T hasta T; es el drea bajo la grafica de C(T') en [Ty, T2 ].

(b) Si C(T) = 6 + 0,2VT, ;cuanta energia hay que suministrar para
aumentar la temperatura desde 50 hasta 100°C?

25. La figura 7 muestra la tasa R(¢) de consumo de gas natural (en bi-
llones de pies ctibicos por dia) en los estados del Atldntico medio de
EE.UU. (New York, New Jersey, Pennsylvania). Exprese la cantidad to-
tal de gas consumida en 2009 como una integral (respecto al tiempo ¢
en dias). A continuacidn, estime esta cantidad en base a los siguientes
valores mensuales de R(7):

3,18 286 2,39 149 1,08 0,80

1,01 0,89 0,89 1,20 1,64 2,52

Recuerde que el nimero de dias de un mes varia segtin el mes conside-
rado.

Consumo de gas natural (10° pies ctbicos/dia)

EFMAMIJ JASOND

FIGURA 7 Consumo de gas natural en 2009 en los estados del
Atlantico medio.
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26. & El gasto cardiaco es la tasa R de volumen de sangre bom-
beada por el corazén por unidad de tiempo (en litros por minuto). Los
médicos miden R inyectando A mg de colorante en una vena que se di-
rija al corazén en ¢ = 0 y registrando la concentracion c¢(z) de tinte (en
miligramos por litro) bombeada en cortos intervalos de tiempo regulares
(figura 8).

(a) Explique la siguiente afirmacién: La cantidad de tinte bombeada en
un corto periodo de tiempo [z, f + At] es aproximadamente Rc(7)At.

Medir la
concentracion
Inyectar el aqui (1) (me/l
tinte aqui N @ (mg/D
L
—
Flujo X y=c(1)
sanguineo ‘
»
Q 1(s)
FIGURA 8
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(b) Demuestre que A = R fOT c(t) dt, donde T es lo suficientemente ele-
vado para que todo el tinte sea bombeado a través del corazon, pero no
tanto como para que el tinte vuelva por recirculacion.
(¢) Supongamos que A = 5 mg. Estime R mediante los siguientes va-
lores de c(¢) registrados en intervalos de 1 segundo desde ¢ = O hasta
t=10:

0 04 28 65 98 89

6,1 4 23 1,1 0

Problemas 27 y 28: Un estudio sugiere que la razon de extincion r(t) de
las familias de animales marinos durante el eon Fanerozoico se puede
modelar mediante la funcion r(t) = 3130/(t + 262) para 0 < t < 544,
siendo t el tiempo transcurrido (en millones de aiios) desde el inicio
del eon, hace 544 millones de arios. De esta manera, t = 544 se refiere
a la época actual, t = 540 corresponde a hace 4 millones de aiios, y
asi sucesivamente.

27. Calcule la media de Ry y Ly, N = 5, para estimar el nimero total
de familias que se extinguieron en los periodos 100 < # < 150 y 350 <
1 < 400.

28. SHL Estime el ndmero total de familias que se han extinguido
desde t = 0 hasta el periodo actual, mediante My, N = 544.

Problemas avanzados

29. Pruebe que una particula que se encuentre en el origenenz = 1y
que se mueva sobre el eje x a velocidad v(r) = 2, nunca pasard del
punto x = 2.

30. Pruebe que una particula que se encuentre en el origenent = 1y
que se mueva sobre el eje x a velocidad v(r) = /2 se encontrard arbi-
trariamente lejos del origen, tras un lapso de tiempo suficiente.

5.6 Método de sustitucion

En general, la integracién (antiderivacién) es mas dificil que la derivacién. No hay méto-

El término “integracion” se utiliza de
dos maneras. Se refiere a:

e El procedimiento de hallar el area
con signo (calcular la integral

e El procedimiento de hallar una
primitiva (obtener una integral
indefinida).

dos infalibles y muchas primitivas no pueden ser expresadas en términos de funciones
elementales. Sin embargo, si que existen algunas técnicas generales importantes. Una de
estas técnicas es el método de sustitucion, que utiliza la regla de la cadena “a la inversa”.
definida). Consideremos la integral f 2x cos(xz) dx. Se puede resolver recordando la siguien-
te aplicacion de la regla de la cadena:

i sen(xz) =2x cos(xz)
dx

Observemos que sen(x?) es una primitiva de 2x cos(x?) y, por tanto:

2x cos (xz) dx = sen(xz) +C
S~— ——

Derivada de la Funcién
funcién interior interior

De forma similar, segin la regla de la cadena:

f (1+3x%) cos(x+ x)dx =sen(x+x)+C
N—

Derivada de la Funcién
funcién interior interior

<e-- RECORDATORIO Una “funcion

” - En ambos casos, el integrando es el producto de una funcién compuesta y de la derivada
compuesta” es una funcion de la forma

f(g(x)). Se suele denominar a g(x) la de la funcion en el interior. La regla de la cadena no ayuda si no se dispone de la derivada
funcién interior y a f(u) la funcién de la funcion en el interior. Por ejemplo, no se puede utilizar la regla de la cadena para
exterior. calcular f cos(x + x°) dx porque el factor (1 + 3x%) no forma parte del integrando.
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El calculo simbdlico de sustitucion
mediante diferenciales fue inventado por
Leibniz y es considerado uno de sus
mayores logros. Reduce el complicado
proceso de transformar integrales a un
préctico conjunto de reglas.

En la sustitucion, la clave esta en elegir
la funcion interior apropiada u.

Page (PS/TeX): 43/286, COMPOSITE

©

En general, si F’(u) = f(u), por la regla de la cadena, tendremos:

d
= F(u(x)) = F'(u(x))u’ (x) = fu(x)u’(x)

lo que se traduce en el siguiente resultado de integracion.

TEOREMA 1 El método de sustitucion Si F’(x) = f(x), entonces

f S’ (x)dx = F(u(x)) + C

Sustitucion mediante diferenciales

Antes de pasar a los ejemplos, se tratard como llevar a cabo la sustitucién mediante di-
ferenciales. Los diferenciales son simbolos, tales como du o dx, que se encuentran en
la notacién de Leibniz du/dx y f f(x)dx. Para los célculos que siguen, se manipularan
como si estuvieran relacionados por una ecuacion en la que dx se “cancela’:

du
du=—d
u P X

Equivalentemente, du y dx estan relacionados por:

du = u'(x)dx

Por ejemplo,

2 entonces du = 2xdx

du = -3x% sen(x’) dx

Si u=x
Si u= cos(x3 ) entonces
Cuando el integrando es de la forma f(u(x))u’(x), se puede utilizar la ec. (1) para re-

escribir toda la integral (incluyendo el término dx) en términos de u y de su diferencial
du:

f fux) u'(x)dx = f f@w)du
\.\,_../y_;,.__/
Su) u

Esta ecuacion se denomina férmula del cambio de variables. Transforma una integral
en la variable x en una integral (que se espera sea mas simple) en la nueva variable u.

B EJEMPLO 1 Resuelva f 3x% sen(x®) dx.

Solucioén El integrando contiene la funcién compuesta sen(x>), por tanto, asignamos
u = x°. El diferencial du = 3x? dx también forma parte del integrando, de manera que se
puede llevar a cabo la sustitucion:

fb’x2 sen(x3)dx = fsen(xs) 3x%dx = fsen udu
R ) N———

sen u du

Ahora, se resuelve la integral en la variable u y se reemplaza u por x> en el resultado:

f3x2 sen(xs)dx = fsenudu =—cosu+C = —cos(x3) +C

oD



Método de sustitucion:
(1) Escogeru y calcular du.

(2) Reescribir la integral en funcion de
u y dedu y evaluar.

(3) Expresar el resultado final en
funcion de x.
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Se puede comprobar la respuesta derivando:

d d
E(_ cos(x3)) = sen(xB)Ex3 =37 sen(x3) u

B EJEMPLO 2 Multiplicacion de du por una constante Resuelva fx(x2 +9)° dx.

Solucién Introducimos u = x> + 9, ya que la composicién u° = (x> + 9)° forma parte del
integrando. El diferencial du = 2x dx no aparece tal cual, pero se puede multiplicar por %
para obtener:

1 1
Eduzxdx = Eusduzx(x2+9)5dx

Ahora se puede aplicar sustitucion:

w Lau

2
fx(x2+9)5dx=f(x2+9)5 xdx =§fu5du=5u6+c

Finalmente, se expresa el resultado como funcion de x, sustituyendo u = 2 +0:

1 1
2 9\ Jy— 6 _ 2, g\6
fx(x +9) dx = 12u +C 12()c +9)P°+C m
(X% +2x)dx

B EJEMPLO 3 Evalte | ——— .
(3 +3x2+12)°

Solucién La aparicién de (x* +3x? + 12)7% en el integrando parece sugerir que se intente
la sustitucién u = x> + 3x> + 12. Con esta eleccién:

1
du=(3Bx* +6x)dx =3(x> +2x)dx = 3 du = (x> +2x)dx
-6 L du

_ f (@ +3:2 +12)° (22 + 22 dx

L frea)c

1
= —E(ﬁ +3x+12)7+C -

u

(% +2x)dx
(x3 +3x2 +12)6

UN APUNTE CONCEPTUAL Un método de integracién que funciona para una funcién
dada puede fallar si cambiamos la funcién, aunque sea ligeramente. Si en el ejemplo
(% +2,1x) dx
(03 +3x2 +12)0°
do de sustitucién no funciona. La razén es que (x> + 2,1x)dx no es un miltiplo de

du = (3x* + 6x) dx.

previo se reemplaza 2 por 2,1 y se considera ahora f el méto-

M EJEMPLO 4 Resuelvafsen(79 +5)d6.

Solucién Seau =76 + 5. Entonces, du =7d60 y %du = d0. Se obtiene:

1 1 1
fsen(79+5)d9 = §fsenudu: —?cosu+C: —?cos(79+5)+C m

oD
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El método de sustitucién no siempre
funciona, incluso cuando la integral
pueda parecer relativamente simple. Por
ejemplo, f sen(x?) dx no se puede
resolver de forma explicita por
sustitucion, o por cualquier otro método.
Con la préctica, se aprende a reconocer
cuando el método de sustitucion tiene
posibilidades de éxito.

Los nuevos limites de integracion
respecto a la variable u son u(a) y u(b).
Se puede pensar de esta manera:
cuando x varia desde a hasta b, la
variable u = u(x) varia desde u(a) hasta
u(b).

Cambio de variables para integrales
definidas:

u(b)

b
f Su())u' (x)dx = fw) du

u(a)
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sen(r1/3) dt

M EJEMPLO 5 Resuelvaf
203

Solucién Tiene sentido probar con u = ¢'/3 pues du = %1‘2/ 3dt y, por tanto, 3 du for-
mard parte del integrando. En otras palabras,

dt
/3 o
R 7 =3du

sen(z1/3) dr 13, dt
f7t2/3 =fsen(t )t27

= fsenu(3 du)

=—3cosu+C=—3cos(t1/3)+C u

u=1

M EJEMPLO 6 Un paso extra necesario Resuelvafo5x+ ldx.

Solucion Como V5x + 1 forma parte del integrando, se podria probar con u = 5x+ 1. En
tal caso:

1
du=5dx = V5x+1dx=§u1/2du

Sin embargo, el integrando no es V5x + 1 sino x V5x + 1. Para poder tener en cuenta el
factor extra x, se asigna u = 5x + 1 obteniendo x = %(u — 1). Entonces:

1 1 1
xVix+ ldx=[=u-D|=u'"?du=—=@u-1Du"?du
5 5 25
1 1
fx V5x+1dx:gf(u—l)ul/2du=Ef(uyz—ul/z)du

1 (2 2
o EURET e

~25\5 3
2 2
= 5(5x+ 1y°/? - —s(x+ 1’2 +C -

Formula del cambio de variables para integrales definidas

La férmula del cambio de variables se puede aplicar a integrales definidas pero teniendo
presente que los limites de integracion cambian, tal y como se indica en el siguiente
teorema.

Formula del cambio de variahles para integrales definidas

b u(b)
f Flu(x)u (x) dx = fw)du

u(a)

Demostracion Si F(x) es una primitiva de f(x), entonces F(u(x)) es una primitiva de
Su(x))u’ (x). Segtin el TEC (1? parte), ambas integrales son iguales:

b
f Fu@)u' (x)dx = F(u(b)) - F(u(a))

u(b)
“ S du = F(u(b)) - F(u(a)) n
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FIGURA 1 Region representada por

2
f V3 + Ldx.
0

u

FIGURA 2 Regién representada por

fl‘g Vudu.

FIGURA 3 Area por debajo de

X
= m en [1, 3]
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2
W EJEMPLO 7 Resuelvaf VX3 + 1dx.
0

Solucién Consideremos la sustitucion u = x> + 1, du = 3x? dx:
1
VB +1dx = gﬁdu

Segin la ec. (2), los nuevos limites de integracién son:
w0 =0+1=1 'y u@=2+1=9

Por tanto:

9

2 9 9
1 2 52
fxz\/x3+1dx=§f \/ﬁdu=§u3/2 ==
0 1 1

Esta sustitucién prueba que el drea en la figura 1 es igual a un tercio del area en la figu-
ra 2 (aunque cabe mencionar que ambas figuras se encuentran representadas en diferentes
escalas). u

En el ejemplo anterior, se puede evitar el cambio en los limites de integracion eva-
luando la integral en términos de x.

1 2 2
fx2 X3+ ldx = —f Vudu=Zu?? = Z (3 + 1)3?
3 9 9
2
2 2 52
Lo que lleva al mismo resultado: f VR34 ldx = 5 (3 +1)*2 0= 9"
0

/4
MW EJEMPLO 8 Resuelvaf tan’ 0 sec? 6 d6.
0

Solucién La sustitucién u = tan 6 es apropiada porque du = sec? 6 d6 vy, en consecuen-
cia, u® du = tan® 0 sec”> 6 d6. Los nuevos limites de integracién son:

WO0)=tan0=0 vy u(g)ztan(g)z 1

Por tanto:
n/4 1 A
f tan395e029d0=fu3du:— =— m
0 0 410 4
M EJEMPLO 9 Calcule el area por debajo de y = — " en [1,3].
(x2 +1)?
3 X
Solucion El drea (ver la figura 3) es igual a la integral f m dx. Se considerard la
1 X
sustitucion:
1 du xdx

— 42 — _
u=Xx +1, du—2xdx, Eu—z—m

Los nuevos limites de integracién son u(1) = 12 +1 = 2y u(3) = 3> + 1 = 10; por

consiguiente:
f3 x 1 flo du 11
———dx =~ — =—==
1 (2 +1)2 2 u? 2u

oD
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9.6 RESUMEN

e Probar con el método de sustitucion cuando el integrando sea de la forma f(u(x)) v’ (x).
Si F' es una primitiva de f, entonces:

f () o (x)dx = F(u(x)) + C

e La diferencial de u(x) esta relacionada con dx mediante du = u’(x) dx.

e El método de sustitucidn se expresa por medio de la férmula del cambio de variables:

f Fu) ' (x) dx = f ) du

e Férmula del cambio de variables para integrales definidas:

u(b)

b
f () u'(x)dx = f(u)du

u(a)

9.6 PROBLEMAS

Ejercicios preliminares

1. ;Cual de las siguientes integrales es una candidata a ser resuelta por
el método de sustitucién?

() f 5x* sen(x°) dx

(c) fxs sen x dx

(b) j~sen5 X cos xdx

2. Halle una eleccién adecuada de u para resolver las siguientes inte-
grales por sustitucion:

(a) f x(x2 + 9)4 dx (b) f x sen(x3)dx

(c) f sen x cos® xdx

3. Con una sustitucion apropiada, ;cudl de las siguientes integrales es

2

igual a f P+ 1)dx?

0

1 2 9 19

(a) —f udu (b) f udu (c) —f udu
3 Jo 0 3

Problemas

En los problemas 1-6, calcular du.

Lou=x -2 2. u=2x*+8x71
3. u = cos(x?) 4., u=tanx
4 t
5. u=sen" 60 6. u=——
t+1

En los problemas 7-20, escriba la integral en términos de u'y de du. A
continuacion, resuelva la integral.

7. f(x—7)3dx, u=x-7
8. f(x+25)_2dx, u=x+25
9. ft\/12+1dt, u=r>+1

10. f (o + Dcos(x* +4x)dx, u=x*+4x

3
ll.ft—dt, w=4- 2
@— 2
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12. f\/mwc, u=dx-1
13. fx(x+1)9dx, u=x+1

14. fxmmc, u=4x-1
15. fx2\/mdx, u=x+1
16. fsen(49—7)d0, u=40-17
17. fsenZGCOSGdG, u=senf
18. fseczxtanxdx, u =tanx
19. fxsecz(xz)dx, u=x

20. f secz(cos x)senxdx, u=cosx

oD
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En los problemas 21-24, exprese la integral como asen(u(x)) + C, para
una eleccion adecuada de u(x) y de la constante a.

21. fx3 cos(x4) dx 22. fxz cos(x3 + 1)dx

23. fx”z cos(x3/2) dx 24. fcos xcos(sen x)dx

En los problemas 25-59, resuelva la integral indefinida.

25. f (4x +5)° dx 26. dx
(x=9)°
27. 28. f 9t +2)*3 ar
Vie+ 12
29, x+1

220
30. f (x + D2 + 2034 dx

2x% + x

31. _—
(4x3 +3x2)2 *

X
———dx 32.
f Vx2 +9

5x4 42
33, f G+ +0%dx 34 XX

——dx
(x5 +x2)3

35. f(3x + 8 dx 36. fx(?)x + 8 dx
37. fxz Vx3 + 1dx 38. fxs Va3 + 1dx
dx xdx
39. 40, | ——
(x+5)3 f (x +5)3/2

41. ff(z% D24z
42. f(ZS +42) 2 + D12 dg

43. f(x+2)(x+1)”4dx 44. fx3(x2—1)3/2dx

45. f sen(8 — 360) dO 46. f 0 sen(6%)do
g, [V, 48. f 2sen( + 1)dx
\/'
Sen x Cos x
49, —dx 50. fsen8 0 cos 6 db
Vsenx + 1

51. fseczx(IZtan3x—6tan2x)dx
52. fx_l/s sec (x*3) tan (x*°) dx

53, f sec?(4x + 9) dx

f sec2(/x)dx 56. f cos2x
Vx (1 + sen 2)()2

54. fsecz xtan® xdx

5

n
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57. fsen4x\/cos4x+1dx 58. fcosx(3senx—1)dx

59. fsec O tan O(sec0—1)dO 60. fcos tcos(sent) dt

d
61. Resuelva f @ aplicando el cambio u = 1 + /x. Indica-
(1+ vx?
cion: Probar que dx = 2(u — 1)du.
62. ;Pueden tener razon las dos? Para resolver f tan x sec® x dx,
Hannah considera la sustitucién u = tan x y Akiva usa u = sec x. Prue-

be que cada una obtiene una respuesta diferente y explicar la aparente
contradiccion.

63. Resuelva f sen x cos x dx, por sustitucion, de dos maneras: primero
considerando u = sen x y después u = cos x. Pruebe que ambas respues-
tas son, en realidad, correctas.

64. Algunas elecciones son mejores que otras Resuelva:

fsen x cos® xdx

de dos maneras, tal y como se explica a continuacién. En primer lugar,
utilice # = sen x para probar que:

fsenxcoszxdxzfu\ﬂ—uzdu

y resuelva la integral a la derecha de la igualdad mediante una nueva
sustitucion. En una segunda fase, muestre que # = cos x es una eleccién
mejor para la sustitucién que la inicial.

65. (Cuadles son los nuevos limites de integracion si se aplica la susti-
tucién u = 3x + 7 a la integral fon sen(3x + 1) dx?

66. (Si se aplica la sustituciéon u = 4x — 9 a la integral f28(4x - 9)%0 gx,

(cudl es el resultado?
1 8
®) 5 fz u*® du

8
(a)fuzodu
2
1 23 2
(d) —f u” du
4 J4

23
(©) 4 f e
-1

En los problemas 67-78, utilice la formula del cambio de variables para
resolver la integral definida.

3 6
67. f (x +2) dx 68. f Vx +3dx
1 1
1 X 2
69.f ——dx 70.f V5x + 6 dx
o (x2+1)3 -1

2
Ax+12
71.f4x\/x2+9dx 72.f _ M e
0

(X2 +6x+1)?2

1
73.f(x+1)(x2+2x)5dx 4. f (x—9)23 dx
)
T2 cosxdx
75.f _cosxdx 76.f sec (Zx——)dx
-n/2 Vsenx+ 1 0 6
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/2
71. f cos> xsen xdx
0

2
79. Resuelvaf r\/5—7 V4 -2 dr.
0

80. Halle dos nimeros a y b tales que:

b /4
f W+ Ddu= f sec* 0 dO
a —-n/4

y resuelva la integral. Indicacion: Utilice la identidad
sec”§ =tan? O + 1.

/2
78. f cot? z csc? z dx
/3 2 2

©

En los problemas 81-82, utilice el método de sustitucion para expresar
el resultado de la integral en términos de f(x).

y ()
81. f F? f(x)dx 82. TP dx
/6 1/2 1
83. Prueb 0)d6 = ——du.
rue eque](; f(sen0) X f(u)m u

/2
84. Resuelva f sen” xcos xdx paran > 0.
0

Problemas avanzados

do
T+ ant0 g Indicacién: Aplique sustitucion
do

1 + cot6000 g

/2
85. Resuelval = f
0

/2
para demostrar que / es igual J = f y, después, com-
0

/2
pruebe que I + J = f de.
0

86. Demuestre, utilizando la sustitucion u = 1 + xl/ " que:
f V1 +xtndx = nful/z(u -1 lau

Resuelva la integral paran =2y n = 3.

87. Utilice el método de sustitucién para demostrar que si f es una

a
funcién impar, entonces f f(x)dx =0.
—a

b 1 b/a 1
88. Demuestre que f —dx = f — dx para todo a, b > 0. A con-
a X 1 x

tinuacion, pruebe que todas las regiones por debajo de la hipérbola a lo
largo de los intervalos:

[1,2], [2,4], [4.38],

tienen la misma drea (figura 4).

Misma drea

T — X

1 2 4 8

FIGURA 4 El drea por debajo de y = % a lo largo de [27, 2"+1]
es la misma paratodon =0,1,2,....

89. Pruebe que las dos regiones de la figura 5 tienen la misma drea. A
continuacién, utilice la identidad cos? u = %(1 + cos 2u) para calcular la
segunda drea.

y y

y=cos u

(A) (B)

FIGURA 5

90. Area de una elipse Demuestre que el drea A de una elipse (figu-
ra 6) de ecuacion:

esigual a 7wab. Indicacion: Utilice un cambio de variables para demos-
trar que A es igual a @b multiplicado por el drea del circulo unitario.

y
b
a\/a
—b
x2 y2
FIGURA 6 Grificade — + = =1
a?  b?

REPASO DE LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO

En los problemas 1-4, f(x) corresponde a la funcion representada en la
figura 1.

1. Estime L4 y M4 en [0, 4].
2. Estime Ry, Ly y My en [1,3].
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b
3. Halle un intervalo [a, b] para el que R4 sea mayor que f f(x)dx.
a

Repita el problema anterior con L4 en lugar de R4.

_ 3 2 9
4. Justifique que 3 < f(x)dx < T
1

oD
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1 2 3 4

FIGURA 1

En los problemas 5-8, sea f(x) = x* + 3x.

5. Calcule Rg, Mg y Lg para f(x) en el intervalo [2, 5]. Dibuje la gréfi-
ca de f(x) y los correspondientes rectingulos de cada aproximacion.

X
6. Resuelva A(x) = f f(t)dr aplicando la 1* parte del TFC.
-2

7. Consideremos f(x) en [2,5]. Halle una férmula para Ry que per-

5
mita calcular, pasando al limite, el valor de f f(x)dx.
2

8. Consideremos f(x) en [0,2]. Halle una férmula para Ly que per-

5
mita calcular, pasando al limite, el valor de f f(x)dx.
2

9. Calcule Rs5, Ms y Ls para f(x) = (x2 + 1)~! en el intervalo [0, 1].

10. Sea Ry la aproximacién de orden N basada en el extremo superior
para la funcién f(x) = x> en [0,4] (figura 2).

64(N + 1)?
(a) Pruebe que Ry = %

(b) Pruebe que la porcién de drea de los rectdngulos, basados en los
extremos superiores, que queda por encima de la grifica es igual a:

642N + 1)
N2
y
64 +
32+
f t t +— X
1 2 3 4

FIGURA 2 Aproximacién Ry para f(x) = X3 en [0,4].
11. ;A qué aproximacion del drea corresponden los rectdngulos som-
breados de la figura 3? Calcule R5 y Ls.

Y
30

181

T X

1 2 3 4 5
FIGURA 3

I Repaso de los problemas del capitulo 293

12. Calcule dos sumas de Riemann para f(x) = x% en el intervalo [2, 5],
pero seleccione particiones que tengan, como minimo, cinco subinter-
valos con diferentes longitudes y puntos intermedios que no sean ni los
extremos ni los puntos medios de los subintervalos.

En los problemas 13-16, exprese el limite como una integral (o un miilti-
plo de una integral) y resuelva.

N .
. noomy
13. lim (— —)
zvfioavj:zlsen 376N

1k 42k 4. 4 NK
16. lim —= "% x50
N—oco Nk+1

En los problemas 17-20, aplique la sustitucion indicada para resolver
la integral.

2
17.f L u=4r+12
o (4t +12)2
2
18. M, u=x>+3x
(3 +3x)4

/6
19. f sen x cos” xdx, U = COSX
0
20. fsecz(ZG)tan(ZG)dQ, u = tan(20)

En los problemas 21-48, resuelva la integral.

2
21. f (20x* — 9x3 = 2x) dx 22. f 125 = 3x%) dx
0
1
23. f 2x% = 3x)2 dx 24. f (73 =25 %y ax
0
5 4 3
25. f %dx 26. f 7 dr
X 1
3
27. f Ix2 — 4|dx 28. [(x — D)(x - 3)|dx
-3 -2
3 2
29. f [1]dt 30. f (t =% dr
1 0

3
31. f(lOt - ar 32. f 7y = 5dy
2
3 —1
(2x” + 3x) dx o f xdx
-3 (x2 + 5)2

3. | —/———=
(Bx* +9x2)5
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5
35.f 15xVx + 4 dx 36. ftz\/t+8dt
0
1 T
50 —
37. f cos(z(l+2)) dt 38. f sen( n)d@
0 3 /2 6
39. f 2 sec?(98 + 1) dr 40. f sen®(30) cos(36) d6
41. fcsc2(9—29)de 42. fsen@ V4 = cos 6 do
/3 2
L. f sen 6 40 4. f sec” tdt
o cos?/30 (tant — 1)2

8
45, fy\/2y+3dy 46.ft2\/t+8dt

1

-2
48, f 12xdx
4 (x2+2)3

49. Exprese la siguiente suma como una Unica integral:

8 6
f f(x)dx+ f' f(x)dx+ f f(x)dx
0 -2 8

X
50. Sea A(x) = f f(x)dx, donde f(x) es la funcién representada en
0

/2
47. f sec?(cos 6) sen 6 df
0

la figura 4. Identifique el mdximo y minimo relativos de A(x) y sus
puntos de inflexién. Determine también los intervalos en los que A(x) es
estrictamente creciente, estrictamente decreciente, convexa y concava.
(En qué punto presenta A(x) un maximo absoluto?

y

+ + + +— X
! BE\C/D\E

FIGURA 4

Y ordt
51. Halle los puntos de inflexién de A(x) = f o sin evaluar A(x)
3

de forma explicita.

52. Una particula, que empieza su movimiento en el origen para ¢ = 0,
se desplaza a velocidad v(r), segliin se muestra en la figura 5.

(a) ¢Cudntas veces vuelve a pasar la particula por el origen, durante los
primeros 12 segundos?

(b) (Cudl es la distancia maxima entre la posicioén de la particula y el
origen?

(c¢) (Cudl es la distancia mdxima entre la posicién de la particula a la
izquierda del origen y éste?

u(f) (m/s)
4
2
3 1(s)
10
-2
—4
FIGURA 5
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53. Un dia cualquiera, el consumo de agua en una ciudad se realiza a
razén de r(f) = 100 + 727 — 372 (en miles de galones por hora), siendo ¢
el nimero de horas desde la medianoche. ;Cuadl es el consumo diario de
agua? ;Cudnta agua se consume entre las 6 de la tarde y la medianoche?

54. La curva de aprendizaje para una cierta fabrica de bicicletas es
L(x) = 12x71/3 (en horas por bicicleta), lo que significa que un operario
tarda L(n) horas para ensamblar la n-ésima bicicleta. Si un operario ha
montado 24 bicicletas, ;cudnto ha tardado en el segundo grupo de 12?

55. La funcién de los ingenieros de costos de la NASA es planear y
evaluar el coste P de los grandes proyectos espaciales. Se considera que
el coste C de realizar un lanzamiento varia en funcién de P a razén
de dCJ/dP ~21P7%% donde C estd expresado en miles de ddlares y
P en millones de délares. ;Cudl es el coste de un lanzamiento para un
proyecto de coste P = 35 millones de délares?

56. Un astrénomo considera que, en cierta constelacion, el nimero de
estrellas por grado al cuadrado de cielo se expresa como funcién de
la magnitud, m, de éstas, segiin A(m) = 2,4 X 107074 (estrellas mas
débiles tienen magnitudes superiores). Determine el nimero total de
estrellas de magnitud entre 6 y 15 en una region de un grado al cuadrado
de cielo.

8 15 d
57. Resuelva f o

Tt ooy utilizando las propiedades de las funcio-
8 3+cos?x

nes impares.

58. Evaltie fol f(x)dx suponiendo que f(x) es una funcién continua y

par, tal que:
2 1
f f(x)dx =5, f f(x)dx=8
1 -2

59. Represente graficamente la funcién f(x) = senmxsennx en
[0, ] para los pares (m,n) = (2,4), (3,5) y, en cada caso, conjeture el
valor de [ = foﬁ f(x)dx. Pruebe con algunos valores mds (incluyendo
dos casos en los que m = n) y formule una conjetura sobre cudndo / es
igual a cero.

60. Demuestre que:

fxf(x) dx = xF(x) — G(x)

donde F’(x) = f(x) y G’(x) = F(x). Utilice este resultado para resolver

X COS X dx.

61. Pruebe que:
2
2< f 2%dx <4 y
1

62. Represente graficamente la funcién f(x) = x~2senx y prue-
2

be que 0,2 < f f(x)dx <0,9.
1

oD
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I Repaso de los problemas del capitulo 295

1 9
1
63. Halle una cota superior y una inferior de f f(x)dx, para la fun- 69. H’(1), donde H(x) = f —dt
cién f(x) de la figura 6. 0 4 1
y y=xl41 10 70. & Explique con la ayuda de un gréfico: si f(x) es estrictamen-
X

te creciente y convexa en [a, b], entonces Ly es mds preciso que Ry.
) " ;Qué aproximacién es mds precisa si f(x) es estrictamente creciente
y=x"+1 pero céncava?

71. & Explique, con la ayuda de un grifico: si f(x) es una funcién

b
1
lineal en [a, b], entonces f f(x)dx = E(RN + Ly) para todo N.
a
72. & Sea f(x) una funcién continua, positiva y estrictamente cre-

i X ciente en [a, b], donde 0 < a < b, tal y como se muestra en la figura 7.
Pruebe que el drea de la regién sombreada es igual a:

b
I = bf(b) - af(a@) - f ) dx

FIGURA 6

En los problemas 64-69, halle la derivada.

y
X
64. A’(x), donde A(x) = f sen(r) dt fb)
3
65. A’(r), donde A(x) = [
’ ’ V= T+ y=fx)
d (¥ .
66. —f 3*dx fla)
dy J- X
sen x a b
67. G’(x), donde G(x) = f A dt
) FIGURA 7
X3
68. G’(2), donde G(x) = f Vit + 1dt 73. & Sia < b <0, ;como se podria interpretar / en la ec. (1)?
0 Ilustre la explicacién con un gréfico.
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